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هي فرع من فروع علم الرياضيات التطبيقية تهتم باستخدام أساليب التحليل  ؤسسةرياضيات الم

الكمي لمساعدة الإدارة في اتخاذ القرارات حول المشاكل التي تواجهها مع الاعتماد بالدرجة الأولى على 

 الرياضيات المتقدمة.

ت الكمية حلقة الوصل في هذا يعد الاستخدام المباشر للأرقام  والعلاقات الرياضية والأساليب والأدوا    

 أدارة الاعمال كثيرة في المدخل التي تأتي ضمن ما يسمى برياضيات المؤسسة وذلك لتفسير مشكلات

والنماذج الرياضية  )المعادلات والمتباينات (الارقام والعلاقات الرياضية  يعتمد على  المدخل الكميف

رى لدراسة أدارة الاعمال على الادارة والوصف أساسا لتوضيح المشكلة في حين تعتمد المداخل الاخ

 والتحليل استنادا الى أساليب البحث والاستبيان.

وتتضح اهمية رياضيات المؤسسة في كونها مدخلا كميا لدراسة المشاكل الادارية في الواقع العملي   

مبسطة ونماذج تسهم في تقريب المشكلة الادارية الى الواقع بموجب صيغ علمية لمنظمة الأعمال ، و

رياضية معينة  تظهر مكونات المشكلة ضمن أطر من التفكير العلمي المنظم والعقلاني , كما ان 

رياضيات المؤسسة  تقوم بعرض النماذج في مجموعة علاقات رياضية بالشكل الذي يوضح الفرص 

العوامل المؤثرة فيها , المختلفة ) البدائل ( لعملية اتخاذ القرار وبما يسهم في تفسير عناصر المشكلة و 

 وذلك من خلال اتباع عدة خطوات  وهي كذلك تقوم بتعميم المعايير القياسية والمثالية لاتخاذ القرارات 

 تعريف المشكلة قيد الدرس  .6

 صياغة النموذج الملائم للمشكلة . .0

 حل النموذج . .2



 مـــــقدمة
 

 

 ب
 

 اختبار النموذج والحل الناتج منه . .4

 وضع الحل على الواقع )تطبيق الحل( .2

 الاقتصادية لذلك جاءت هذه المطبوعة موجهة بالخصوص لطلبة السنة الثانية شعبة العلوم 

ولجميع شعب ميدان العلوم التجارية،  والتسيير معدة لتغطية محاور مقرر مادة رياضيات 

تم تقسيم حيث  ،المؤسسة التي تعتبر مادة من مواد السداسي الثالث ضمن الوحدة االستكشافية

 . فصول سبعة إلى هذه المطبوعة 
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 مفهوم البرمجة الخطية الفصل الأول: 
الخطية هي تقنية رياضية تبحث عن حل أو حلول لمشكلة اقتصادية سواء كانت إنتاجية، البرمجة 

مالية، مسألة نقل، تحليل المشاريع، مباريات إلخ... واختيار أفضل حل من بين الحلول الممكنة والذي 

اريع . هذه التقنية الرياضية تستعمل خاصة من طرف المسيرين والمشرفين على المش1يمثل الحل الأمثل

المختلفة لإيجاد الطريقة المثلى لتخصيص موارد المؤسسة المحدودة لاستخدامات مختلفة من أجل تحقيق 

 .هدف معين

 وهناك عدة أنواع من القيود نذكر منها على سبيل المثال لا الحصر

 قيود خاصة بالعملية الإنتاجية؛ 

 قيود خاصة بعملية التخزين؛ 

 .قيود خاصة بعملية التسويق 

ضوء هذه القيود، فإن الحل الأمثل الذي يبحث عنه المسير باستعمال تقنيات البرمجة الخطية، هو وعلى 

من المنتجات والتي تمكن المؤسسة  ذلك الحل الذي يحدد له، كمية الإنتاج الواجب إنتاجها من كل نوع

 . من تحقيق أقصى ربح ممكن أو تقليل التكاليف إلى حدها الأدنى 

 لة البرمجة الخطيةصياغة مسأ  أولا:

للموارد )أفضل استعمال( هي اسلوب رياضي حديث يستخدم كأداة لإيجاد البرمجة الخطية 

تعني استعمال الاسلوب لإيجاد البرامج المختلفة لاستعمال الموارد المحددة  البرمجةالمحددة للمنشأة وكلمة 

                                                           

 44الإسكندرية، مصر، ص  ، دار الجامعة الجديدة،استخدام الأساليب الكمية في اتخاذ القرارات الإدارية (:0264)لال إبراهيم العبد،ج -1 
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فتعني أن العلاقة بين متغيرات المشكلة هي علاقة  الخطيةلدى المنشأة في ظل عدد من القيود. أما 

 .        1خطية

عند حل النموذج في رياضيات المؤسسة  يكون هنالك دائما السعي لإيجاد الحل الامثل لأنه توجد عدة 

 : 2أنواع من الحلول للمشكلة وهي

: وهو الحل الذي يمكن الوصول إليه في أي مجموعة Feasible Solution)الحل المتاح )  4

 من المعادلات .

: هو الحل الذي يمكن الحصول عليه بعد إيجاد الحل في   (Beast Solution)الحل الاحسن -2

 الحالة الأولى وهو يحقق كافة القيود .

الحل  : وهو الحل الذي يمكن الوصول إليه بعد إيجاد  (Optimal Solution)الحل الأمثل -3

 الأفضل الذي يحقق كافة القيود. وكما موضح في الشكل التالي:

 

 

 

 

                                                           

استخدام نموذج البرمجة الخطية في تحديد المزيج الإنتاجي الأمثل الذي يعظم الأرباح في ظل تطبيق نظرية  ( :0229)علي حازم اليامور، - 1 
ديسمبر ، كلية علوم الحاسبات و الرياضيات، جامعة  7-6ورقة بحثية مقدمة للمؤتمر العلمي الثاني للرياضيات، الإحصاء و المعلوماتية،  القيود،

  .609الموصل، العراق، ص 

 .02ديوان المطبوعات الجامعية، الجزائر، الطبعة الثانية، ص  بحوث العمليات، ( :0226حمد راتول،) م - 2
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 (:أنواع حلول المشكلة 1)الشكل رقم 

 
 Yves Noobert , (5991) : Roch Ouellet .Réges Parent , La recherche opérationnelle ,gaitan 

morin éditeur ,p170.. 

طي للمعطيات الاقتصادية أو الإدارية أو وضع صيغة رياضية لمسألة حتى نتمكن من وضع برنامج خ

البرمجة الخطية، فإنه يجب توفر مجموعة من المتغيرات لها علاقة مباشرة بقيمة الهدف المراد تحقيقه 

ويحددها السؤال الذي نريد الإجابة عليه عند حل المسألة، وبصفة عامة فإن مسائل البرمجة الخطية 

جموعة من المتغيرات، مجموعة معادلات أو متراجحات خطية وتسمى بالقيود، وكذا دالة تتكون من : م

 مع توفر شرط عدم السلبية ..تسمى بدالة الهدف 

 فرضيات إستخدام البرمجة الخطية . -ثانيا

ذكرنا فيما سبق أنه عند إستخدام  حيثتعتمد نماذج البرمجة الخطية على مجموعة من الفرضيات, 

البرمجة الخطية في مجال الأعمال فإننا ننظر إليها بإعتبارها أسلوبا رياضيا لتوزيع   أو إستخدام موارد 

محدودة على عدد من الإستخدامات البديلة ,بالطريقة التي تحقق أفضل إستخدام ممكن لها ممثلا في 
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برمجة الخطية تستند إلى مجموعة  من الأفكار الرئيسية و التي شكل هدف محدود , هذا ما يبين لنا أن ال

, و فكرة البدائل )  Activity)هما فكرة النشاط) تعتبر أساسا لتفهم التقنية , نلخصها في فكرتين

(Alternatives  و يقصد بفكرة النشاط في مجال الأعمال تلك الطريقة التي يمكن أن يتم الإنتاج بها ,

ة البدائل في هذا الصدد تلك الوسائل المختلفة التي يمكن أن تؤدي كل منها إلى تحقيق بينما يقصد بفكر 

الهدف المحدد, و في هذه الحالة تقوم البرمجة الخطية  في أساسها النظري على خمسة إفتراضات رئيسية 

كما  علمية , الواجب توفرها في المشكلة حتى نستطيع حلها بواسطة البرمجة الخطية يمكن تلخيصها

  1:يلي

 (:Certaintyفرضية التأكد التام ) 4

تعبر هذه الفرضية عن توفر عنصر التأكد , أي إن كافة عناصر المشكلة محدودة ومؤكدة , يمكن القول 

إذا أن تقنية البرمجة الخطية تقتصر في تطبيقها على تلك المشاكل التي تتضمن إتخاذ القرار في ظل 

مين حيث أنه يفترض العلم التأكد التام, فالشخص القائم بتعريف المشكلة  لا تواجهه عملية التنبؤ أو التخ

التام بالظروف   و العلاقات التي سوف تسود في المستقبل, هذا ما يتنافى مع حالة عدم التأكد الذي 

يميز الحياة العملية  ,و منه يجب أن تكون الأرقام الموجودة في دالة الهدف )مساهمات العوامل ( و 

لمتوفرة ( معروفة وثابتة و غير قابلة للتغيير أثناء المحددات أو القيود )إحتياجات العوامل و المصادر ا

 فترة معالجة المشكلة موضوع البحث . 

 

 

                                                           

 .10ص الدار الجامعية للطبع و التوزيع الاسكندرية،  ,بعض الطرق الكمية في مجال الأعمال (:6999اسماعيل السيد)-  1 

 



 الفصل الأول                                                                                مفهوم البرمجة الخطية .
 

 

6 
 

 (:( Proportionatity التناسبية  -2

و يعني ذلك أن كل نشاط قد يعتبر مستقلا عن الآخر , ذلك أن معيار الإنجاز هو حاصل جمع 

يتم إستخدامها من الموارد المختلفة تتناسب  مع المساهمات العوامل المختلفة , كذلك فإن الكميات التي 

 إحتياجات العوامل المختلفة من كل من هذه الموارد.

فعلى سبيل المثال  إذا كنا نحتاج إلى وحدتين من المواد الأولية لإنتاج وحدة واحدة تامة من منتج معين , 

من هذا المنتج, و هذا الإفتراض هو فإننا نحتاج إلى أربعين وحدة من المواد الأولية لإنتاج عشرين وحدة 

 أساس إفتراض الإضافية .

 :(Additivity)الإضافية  -3

ويعني هذا الافتراض أنه لا يوجد تداخل بين الفعاليات أو الأنشطة المختلفة , وبناء على ذلك فإن هذا 

فإن  , (n,……..X2,X1X)الإفتراض يتضمن ما معناه أنه لو أخذنا مستويات أو جوانب النشاط 

الإستعمال الكلي و لكل مصدر و كذلك معيار الإنجاز الكلي الناتج عن هذه الأنشطة , يساوي مجموع 

الكميات المتولدة أو الناجمة عن كل النشاطات الفردية, و بشكل مستقل , فإذا كنا ننتج أربعة منتجات و 

وحدات نقدية   22، 62،02،02كان الربح الناجم عن بيع وحدة واحدة من كل من هذه المنتجات هو : 

على التوالي , فإن إجمالي الربح الناجم عن إنتاج و بيع ثلاث وحدات من كل منتج هو 

 وحدات نقدية. 022(   = 62+02+02+22)2
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  ) Fractionality) or Divisibilityقابلية القسمة أو الكسرية  -4

و المقصود هنا أن الحل لمشكلة البرمجة الخطية ليس بالضرورة أن يكون بأعداد صحيحة ,  و هذا يعني 

قبول كسور كقيم لعوامل القرار , و إذا كان من الصعب إنتاج أجزاء من المنتج  فعند    ذلك نلجأ إلى 

 .   Integer Programmingإستخدام البرمجة بالأعداد الصحيحة أو الرقمية 

 ( :Non-negativityاللاسلبية ) -5

, فالقيم السالبة أو معدومة  (غير سالبة)وهذا يعني أن قيم عوامل أو متغيرات القرار يجب أن تكون موجبة

للكميات المادية حالة مستحيلة , فعلى سبيل المثال لا نستطيع إنتاج عدد سالب من الكراسي أو القمصان 

 .أو ...

فرضيات أساسية يقوم عليها نموذج البرمجة الخطية في الحياة العملية , خلاصة القول أنه توجد خمسة 

, سوف نتناولها  عند التطرق إلى الإنتقادات   لذلك أجريت الدراسات للتخفيض من حدة الفروض

 والصعوبات  تطبيق نموذج البرمجة الخطية .

 .شروط إستخدام البرمجة الخطية -ثالثا

 :1الخطية فإن هناك شروط يجب توفرها في المشكلة المراد علاجها وهيلكي يمكن إستخدام البرمجة 

  ينبغي إستخدامها في حالة ندرة الموارد , فلو كانت الموارد متوفرة تماما لما كانت هناك  مشكلة فهذه

تمثل أحد أهم القيود التي تخضع لها الإدارة في سعيها لتحقيق الهدف و هي تشكل قيود تربط  الندرة

                                                           

 .60.ص ,القاهرة  ,الأساليب الكمية في الإدارة( : 6972، ) علي السلمي -1  
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ات الداخلة في دالة الهدف ببعضها البعض, و تكون على شكل  متباينات و معادلات  و المتغير 

 .2( Constraints Structuralتسمى هذه بالقيود الهيكلية )

  يجب أن يكون هناك هدف محدد و معبر عنه بطريقة كمية , كما يجب أن يكون الهدف واضحا  و

وعادة ما يكون الهدف تحقيق أقصى  أرباح  دقيقا بحيث يمكن أن يتخذ شكل معادلة رياضية ,

 ممكنة أو تخفيض التكاليف لأقل حد ممكن. 

  يفترض أن تكون هناك بدائل مختلفة لتحقيق الهدف , فيجب أن تكون هناك أساليب علمية لمزج

الموارد للوصول إلى الهدف حيث يكون لكل بديل عائد متوقع , فتصبح المهمة إختيار البديل الذي 

 أعلى عائد في حدود القيود المفروضة .يعطي 

  يفترض أن تكون العلاقات بين المتغيرات التي تتركب منها المشكلة خطية , ويقصد بذلك   أن أي

 تغير ما في أحد المتغيرات يحدث تغيرا مناسبا تماما مع المتغير الآخر.

 تستبعد منها القيم السالبة. أن توجد قيود على المتغيرات الداخلة في دالة الهدف و القيود الهيكلية 

 وطرق حله. ياغة الشكل العام للبرنامج الخطيص-رابعا

 صياغة الشكل العام :  4

تستخدم البرمجـة الخطية لإيجاد أفضل توزيـع للموارد والإمكانات المحدودة على الإستخدامات المختلفة 

في ظل قيـود وعوامـل ثابتة , حيث  تخفيـض التكاليـفأو  كتعظيـم الربح أو الإنتاجلتحقيـق  هدف معيـن 

                                                           

المكتب العربي  , "البرمجة الخطية التوزيع الأمثل للموارد المحدودة  "سلسلة الأساليب الكمية للجميع ( ،  6990محمد توفيق ماضي، ) - 2 
 .09 م ص 1992 , الإسكندرية , الحديث
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تصاغ المشكلة الإقتصادية وتكتب على شكل علاقات رياضيـة خطية ,  أي معادلات  من  الدرجة 

 النمذجة و الحل لنموذج البرمجة الخطي . تيوضح بإختصار خطوا ) 2(, والشكل رقم  1الأولى

 " طريقة النمذجة و التحليل في البرمجة الخطية ".  (2)رقم شكل ال

 

 

- Gérald .Baillageon,)6996(Programmation Linéaire Appliquée Outil D’aide A La Décision,canada,édition 
SMG,1996 ,p 06. 

                                                           

دار القلم للنشر، الإمارات العربية  أساليب بحوث العمليات )الطرق الكمية المساعدة في اتخاذ القرار،( : 3002) عبد الستار أحمد محمد الآلوسي،  - 1  
 .2، ص  المتحدة
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وتكون البداية ببنـاء  , البرمجة الخطية باستخدامالقرار  اتخاذ( يمثل تلخيص خطوات 0الشكل رقم )

النموذج الريـاضي للمسالـة من البيانات المجمعة مـن الواقع الفعلي ، وهـذا يستدعي تحديـد الهـدف 

 المطلـوب تحقيقـه وتعريـف جميع المتغيرات التي تأثر فيـه وذلك من خلال النظام ككـل

نظامية لعلاجها والوصـول إلى الهدف ثم فحص ودراسـة الحلول البديلة المتاحة  وتطويـر عمليات  -

 المطلوب تحقيقه .

 و أخيرا تطوير الحل للوصول إلى الحل الأمثل -

 عناصـر نموذج البرمجة الخطيـة: -2

 :1يتكون نموذج البرمجة الخطية من العناصـر الأساسية التاليـة  

 المتغيـرات.(  2-1

بتحديـد قيمها نصـل إلـى الهدف المنشـود أكبر ربح أو أقل تكلفة للمسألة  وتسمـى متغيرات القرار ،

تخضع هذه المتغيرات لنـوع معين من القياس , أي يعبر عنها  المدروسة, و يشترط أن تكون غير سالبة ,

 بصورة كمية, ونرمز لهذه المتغيرات بـ 

nXXXX .....,,.........,, 321 

 لمدروسة .عدد المتغيرات في المسألة ا  nحيث 

 هذه المتغيرات تعبر عن أحد المفاهيم التالية :

 . كميات إنتاج لمنتجات معينة 

 . ساعات عمل في أقسام معينة من مصنع أو شركة أو مؤسسة 
                                                           

(:مقدمة في بحوث العمليات )نماذج وتطبيقات (،المكتبة العلمية ، كلية التجارة جامعة الزقازيق ،مصر ،ص 0226ابراهيم موى عبد الفتاح ،)-  1 
6 . 
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 . مبالغ من المال المخصص لأنشطة أو فعاليات معينة 

 . مقدار من القطع الأجنبي المخصص لإستراد أصناف من السلع 

 . كميات من المواد منقولة على طريق معينة , أو بوسائل نقل معينة 

 . كمية المواد الأولية اللازمة لتصنيع منتج معين 

 : دالـة الهدف (2-2

هي دالة رياضيـة تمثـل الهــدف الذي نــريد الوصــول إليه وتحقيقـــه، كتحقيق أكبــر ربح أو أدنـى تكلفـة 

 :  1كما يلي   لدالــــةممكنة ويكون الشكـل العام لهذه ا

nn XCXCXCZ  ............2211 

أي بالشكل المختصر.                        
J

n

J

J XCZ 



1

 

حقيقية تدعى بمعاملات مساهمة المتغيرات في دالة الهدف , و تصنف الأهداف  التي  أعداد  JCحيث 

 تعالجها البرمجة الخطية إلى مجموعتين :

حالـة التعظيـم لدالة الهدف كأن نسعى إلى تحقيق أكبر ربح ممكن أو  تحتوي علىالمجموعة الأولى: 

أقصى حد ممكن , وسنرمز لدالة الهدف بحرف توفير أعظمي للوقت و الجهد أو زيادة الدخل القومي إلى 

 أي: MAXو هدفها يكون     Zكبير 

MAXXCXCXCZ nn  ...............2211 

MAXXCZ            أي بالشكل المختصر. J

n

J

J 
1

    

                                                           
 . 06ص  مرجع سبق ذكره، الستار أحمد محمد الآلوسي، - 1
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 nxn……c3x3+c2x2+c1x1=c max(z) ونكتب أيضا            

 .JXالربح الوحدوي لـ  JC.و : متغيـرات القرارJXحيـث 

 62مثال : تنتج مؤسسة "الوفاء" نوعين من المناديل الورقية )بيضاء ، ملونة ( تباع المناديل البيضاء بـ

 دج  62دج بينما تباع المناديل الملونة بـ

 صياغة دالة الهدف يكون كالأتي :

 1xلمناديل البيضاء بـ لكمية ا نرمز

 2xللمناديل الملونة بـ  لكمية نرمز

 15x1=10x  max(z)+2يلي :وعليه تكون دالة الهدف كما 

 تدنية دالة الهدف كأن نسعى إلى تخفيض التكاليف إلى أدنى حد ممكن , أو تقليل المجموعة الثانية :  

 الخسائر قدر الإمكان , و تكتب دالة الهدف كالتالي:  

MINXCZ                             بالشكل المختصر.أي  J

n

J

J 
1

 

   JXالتكلفة  الوحدوية  لـ  JC.و : متغيـرات القرارJXحيـث  

 nxn+………c  2x2+c1x1Min (z) = c:  أو بصيغة أخرى 

وبذلك تتكون دالـة الهدف من المتغيرات التـي تشير مثلا إلى المنتجات المختلفة التي يمكن          

إنتاجها ، على أن يكون المعامل الخاص بكل متغير هو ربح الوحدة الواحدة من المنتجات في دالة تعظيم 

 كلفة .الربح ، أو يكون عبارة عن تكلفة الوحدة الواحدة في حالة تخفيض دالة الت
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مثال : تسعى مؤسسة الامل إلى تخفيض تكاليفها من انتاج نوعين من  الزرابي  كبيرة الحجم و صغيرة 

 دج  622دج بينما يقدر النوع الثاني بـ 222الحجم حيث يقدر الحد الأنى للنوع الأول بـ 

 1xلنوع الاول من الزرابي بـ لكمية انرمز 

 2xلنوع الثاني من الزرابي بـ ا لكمية  نرمز

 وعليه تكون دالة الهدف كما يلي  :

2+150x1Min (z) = 350x 

   القيود (0-2

هي عبارة عن وجود علاقة تأثير بين المتغيرات ، ويعبر عنها رياضيا بمتباينات تدعى               

 الشروط الخطية , وتأخذ الأشكال التالية :

2,1.........,,..                الشكل الأول :   - mi                   
i

n

j

jij bxa 
1

 

                                                                              MAXإذا كانت دالة الهدف من نوع تعظيم  

2,1.........,,..                الشكل الثاني :  -      mi                   
i

n

j

jij bxa 
1

 

  MINإذا كانت دالة الهدف من نوع تدنية     

 .( لنموذج البرمجة الخطيةForme Canoniqueومنه الشكل الأول و الثاني يطلق عليه الشكل القانوني)

2,1.........,,..                الشكل الثالث :  - mi                   
i

n

j

jij bxa 
1

                                               

 .  MIN أو تدنية  MAX سواء كانت دالة الهدف تعظيم 
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 ( لنموذج البرمجة الخطية .Forme Standardالشكل الثالث يطلق عليه الشكل المعياري )

      الشكل الرابع :  -

           ..,,.........2,1 mi                   i

n

j

jij bxa























1

  

   .MIN تدنية أو  MAX تعظيم  سواء كانت دالة الهدف

حيث أنه في كلا  لنموذج البرمجة الخطية . ( Forme Mixte)الشكل الرابع يطلق عليه الشكل المختلط 

 الأشكال :

           n  .عدد المتغيـرات في النموذج الخطي : 

           M .) عــدد قيـود المسألة ) عدد الشروط الخطية : 

          ĳA . )أعداد حقيقية )معاملات : 

         ib:  و لازمة لكل قيـد من قيود المشكلة أعداد حقيقيـة تعبر عن الموارد المتاحة أو المتطلبات ال

 يجب أن تكون موجبة .

 شرط عدم السلبية : (0-4

وهذا ما يجب فرضه على جميع   0jxيشترط على المتغيرات أن تكون غير سالبة أي  

  النماذج لأنها جميعها تعبر عن كميات إنتاج , و الكميات لايمكن أن تكون سالبة.

 تمرين توضيحي عن الشكل الأول  :
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ساعات للتكوّر  3ساعات للصهر و 6مصنع للألمنيوم ينتج نوعين من الألمنيوم النوع الأول يستغرق 

ساعات للقطع ، ويتوفر في  4ساعات للتكور و 5وساعة قطع ،النوع الثاني يستغرق ساعتين للصهرو

و ن للنوع  13ساعة للقطع ،هامش الربح  23ساعة للتكور و 33ساعة  للصهر و 36المصنع 

 و ن للنوع الثاني  8ول  ، و الا 

 المطلوب :

 صياغة نموذج البرمجة الخطية  .1

 الحـــــــــــــــــل

 1Xنرمز للنوع الأول بـ  

    X2  نرمز للنوع الثاني بـ 

 المنتجات X2 1X الطاقة التشغيلية

 الأقسام            

 قسم الصهر 6 2 36

 قسم التكور 3 5 33

 قسم القطع 1 4 23

 الأسعار و ن 13 و ن 8 
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 صياغة النموذج :

 
Max Z =13X1 + 8X2                                    دالة الهدف                 
6X1 + 2X2 ≤  36                              قيد قسم الصهر      
3X1 + 5X2  ≤33                                قيد قسم التكور 
1X1 + 4X2 ≤  23                         قيد قسم القطع 

X1, X2  0 شرط عدم السلبية                       
 

   تمرين توضيحي عن الشكل الثاني

يريد" مركز الأمل للتسويق " الإعلان لزبائنه عن توفر المشروبات السـاخنـة والمأكولات الخفيفة في 

ألف امرأة على الأقل في مدينة عنابة    40ألف رجل و  60جميع فروعه، ويريد أن يصل الإعلان إلى 

آلاف  6مستخدما في ذلك الصحف والإذاعة المحلية ، وقـد توقع أن يصل الإعلان في الصحيفة إلى 

آلاف امرأة. وتبلغ تكلفة  4رجل و ألفين امرأة وأن  يصـل الإعلان في الإذاعة إلى ألفين رجل و 

 دينار جزائري  .  263دينار جزائري  للمرة الواحدة وفي الإذاعة  453الإعلان في الصحيفة 

 صياغة نموذج البرمجة  الخطية الذي يحققق أقل التكاليف ؟  -المطلوب :   

 الحـــــل :

 Min (z)الهدف هنا هو تحقيق أقل التكاليف أي 

 = عـدد الإعلانات في الصحيفة  1xأفترض أن     

               2Xعـدد الإعلانات في الإذاعة = 
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 طـبقـا للآتي :                      تكلفةوتصـبح دالة الهـدف    أوجـد أقـل    

                                            min (z) = 450 x1  +360  X2 

        s/c      6 x1 + 2 X2    60     

                       2 x1 +  4 X2    40 

                       x1 ،  X2  0  

 الثالث عن الشكلتمرين توضيحي 

تسى احدى منظمات الاعمال المتخصصة بانتاج الاجهزة الكهربائية باقتراح خطة لانتاج نوعين من 

المتاحة لثلاثة انواع من المكائن . يحتاج  وذلك من خلال استغلال الطاقة التشغيلية (A,B) المنتجات

ست ساعات على الماكنة الأولى وثلاث ساعات على الماكنة الثانية وساعتان على الماكنة  A المنتج

اربع ساعات على الماكنة الأولى وخمس ساعات على الماكنة الثانية  B الثالثة في حين يحتاج المنتج

ا بان عدد الساعات التشغيلية المتاحة اسبوعيا مساوية تماما لـ  وثلاث ساعات على الماكنة الثالثة علم

ساعة للماكنة الثالثة. وان الربح المتوقع من بيع  72ساعة للماكنة لثانية و 22ساعة للماكنة الأولى و 62

 622بـ   B دج والربح المتوقع من بيع الوحدة الواحدة من المنتج 822هو  A الوحدة الواحدة من المنتج

 دج 

صياغة نموذج البرمجة الخطية لانتاج عدد الوحدات من كلا المنتجين بما يحقق للمنظمة اكبر  المطلوب:

 .قدر ممكن من الارباح
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 : الحــــل

  . Aيمثل عدد الوحدات المنتجة من المنتج 1X نفرض

  . Bيمثل عدد الوحدات المنتجة من المنتج 2X نفرض

 : كتابة نموذج البرمجة الخطية كالاتي

 

Max. Z = 800X1+100X2        دالة الهدف  

 

6X1+4X2 = 60 قيد الماكنة الاولى                      

3X1+5X2 = 50                       قيد الماكنة الثانية 

2X1+3X2 = 70                       قيد الماكنة الثالثة 

X1, X2  0 

 

 الرابع عن الشكلتمرين توضيحي 

حيث أن إنتاج  أطفال(  –نسائي  –الألبسة ) رجالي  من أنواع ثلاثة بإنتاج "DIAMON" شركة تقوم
 :في الجدول الموالي  موضحة بثلاثة أقسام إنتاجية  هذه الأنواع يمر

 

 المنتجات)الالبسة( لباس رجالي لباس نسائي لباس أطفال الطاقة الإنتاجية

 

 العمليات              

 

 قسم الغزل ألف دينار 2 ألف دينار 0 دينارألاف  3 تماما 02

 قسم النسيج ألف دينار 0 ألف دينار 2 ألف دينار 2 على الأقل  95

 قسم التجهيز والتعبئة ألاف دينار 3 ألاف دينار 9 ألاف دينار 4 على الأكثر 202

 الربح الوحدوي ألاف دينار 22 ألف دينار 20 ألاف دينار 6 

 النقدية ألف دينار*ملاحظة :الوحدة 
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 *المطلوب:
 صياغة نموذج البرمجة الخطية  .1
 الحل :

"عبارة الربح حيث ورد في التمرين   max(z)الهدف الذي تسعى الى تحيققه المؤسسة هو التعظيم 
 الوحدوي "

 كلمة تماما تعني الاشارة  )=(

 أكبر أو يساوي ( ) كلمة على الأقل تعني الاشارة 

 ( أصغر أو يساوي  ≥) كلمة على الأكثر تعني الاشارة 

 وعليه نمودج البرمجة الخطية كما يلي 

  X 1نرمز للباس الرجالي بـ 

  X 2نرمز للباس النسائي بـ 

  X 3نرمز للباس الأطفال بـ 

Max Z =01X1 +  01X2 +  6  X3 

0X1 + 1X2 +  3 X3 =  08                       قيد قسم الغزل  

   

1X1 + 0X2 +  0 X3  95                        قيد قسم النسيج

       

3X1 +  5X2 +  4 X3 ≤120            قيد قسم التجهيز و التعبئة 

X1, X2، X3  ≥ 0                         شرط عدم السلبية  
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 تمارينات للحل 

 :31تمرين 

نوعين من  "Middle East Paintsينتج مصنع " 

الدهانات ) دهانات خارجية و دهانات داخلية ( ، و 

لانتاج كل نوع من أنواع هذه الدهانات يتم مزج مادتين 

ولا تستطيع  M 2 و 1M أساسييتين من المواد الخام 

أطنان يوميا من المادة  13إدارة المصنع تأمين أكثر من 

 1M   2 طن يوميا من المادة  12و M  و لانتاج طن ،

، في   M 2 و طنّين من المادة   1Mواحد يوميا من الدهان الخارجي يتم مزج طن واحد من المادة 

مع طن واحد  1Mحين أن الطن الواحد المنتج يوميا من الدهان الداخلي يستلزم مزج طنّين من المادة 

، ومن خلال الدّراسات على السّوق تبين أن الطلب على الدهان الداخلي لا يمكن أن  2Mمن المادة 

يزيد عن الطلب على الدهان الخارجي بأكثر من طن واحد يوميا ، كما  أظهرت الدراسات أنّ إجمالي 

نتاجيّة الّطّلب اليومي للدّهان الدّاخلي لا يتعدى طنّين يوميًا وترغب إدارة المصنع إيجاد السّياسة الا 

و الطن  دج 6333المثلى  لتشغيل المصنع علمًا بأنّه تقرّر بيع الطن الواحد من الدّهان الخارجي بـ 

 دج . 4333الواحد من الدّهان الداخلي بـ 

: باعتبارك مديرا للانتاج في المصنع صغ نموذج البرمجة الخطية الذي يسمح  بتحقيق تلك  المطلوب

 السياسة 

 :32تمرين 
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" للمكيّفات بصناعة ثلاثة أنواع من المكيّفات في خطّ الانتاج لهذا SAYONA مصنع "يقوم 

الشّهر ) مكيفات موجهة للشركات ، مكيفات موجهة للمدارس الابتدائية ،مكيفات موجهة للمساجد ( و 

على التّوالي ، وتكلّف هذه  دج 12533، دج 4333، دج 1533قد بلغ سعر البيع لهذه المنتجات 

 433دج على التوالي كما تكلّف عمالة قدرها   5633دج و  2333، دج 633المنتجات مواد أولية 

وحدة شهريا ، والطّلب  23دج علمًاً الطلب على مكيّفات المساجد لايزيد عن  1033، دج 033،  دج

وحدة  123كيفات المدارس الابتدائية  وحدة على الاقل ، و الطّلب على م 83على مكيّفات الشّركات  

 شهريا على الاكثر .

   دج 1533333، وقيد المواد الأولية  دج 553333فإذا كان قيد العمالة لهذا الشّهر 

صغ المسألة السابقة في الصّورة العامة لمسائل البرمجة الخطيّة لإيجاد الانتاج المنوّع الذي المطلوب :

 ؟لهذه الشّركة  يعظّم الرّبح

 :33التمرين 

 2321بانتاج ثلاثة أنواع من الغسّالات قي خط الانتاج لشهر جانفي   "QATAتقوم شركة "

)غسالات عاديّة ،غسالات اتوماتيكية ، غسالات مزدوجة الغسل والتجفيف(، و قد بلغ سعر بيع 

على التوالي ، وتكلّف هذه المنتجات الثلاثة موادًا أولية   دج 083، دج 053، دج 533المنتجات 

 دج 133على التوالي و حجم عمالة قدّر هو الآخر  بـ  دج 433، دج 333،دج  233قدّرت بـ 

وحدة  33على الترتيب و كان الطلب على الغسالات المزدوجة  لايزيد عن   دج 253،  دج 233،

وحدة شهريا على الأقل و الطلب على   03ة فقد قدر بـ  شهريا أما الطلب على الغسالات العادي
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وحدة شهريا على الأكثر، فإذا علمت أنّ الطاقة التّشغيلية المتاحة   153الغسالات الأوتوماتيكية بـ  

 دج. 1333333والمواد الأولية بـ  دج 853333للعمالة قدّرت بـ 

  المطلوب :

 سمح بتعظيم الأرباح .صياغة نموذج البرمجة الخطية المناسب الذي ي

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الفصل الثاني
البرمجة الحل البياني للنموذج 

 الخطية
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 الحل البياني للنموذج البرمجة الخطية: ل الثانيــالفص

 تمهيد : 

 هما :طريقتان اساسيتان  هحل الخطي يمكن الرياضي النموذج صياغة بعد   

  قة البيانية يالطر 
  الطريقة البسيطةsimplex 

 فقط و ينالبرمجة الخطية التي تتضمن متغير في ايجاد الحل الامثل لنماذج البيانية تستعمل الطريقة    

تعتبر هذه الطريقة من اسهل الطرائق ولكنها تعتبر غير كفوءة في معالجة مشكلات البرمجة الخطية في 

تساعد على فهم طريقة  وتؤدي الى فهم خصائص مشكلات البرمجة الخطية بيانيا أنها  مع الحياة العملية

السمبلكس . بالنظر لكون الرسم البياني لقيود نموذج البرمجة الخطية يكون اكثر تعقيدا عندما يتضمن 

النموذج على ثلاث متغيرات وخصوصا عند تحديد منطقة الحلول الممكنة, لذا يفضل استعمال هذه 

 الطريقة لنماذج البرمجة الخطية التي تتضمن متغيرن فقط.

 -خطوات الحل باستخدام الطريقة البيانية–الطريقة البيانية :أولا

تستخدم طريقة الرسم البياني لإيجاد الحل الأمثل لنماذج البرمجة الخطية، و تعتبر من أسهل الطرق و  

    التي تُستعمل فقط في حالة وجود متغيرين و الاستغناء عن ثلاثة متغيرات لأن تمثيلها يتم في الفضاء

 .1 تحليلهو يصعب  

 

                                                           

كلية  Q.S.B- تمارين محلولة باستعمال برنامج – محاضرات في البرمجة الخطية( : دون سنة نشر) قندوسي، سيوسف صوار ، طاو  - 1  
 .27المطبوعات الجامعية، وهران، الجزائر، ص و علوم التسيير، جامعة الدكتور الطاهر مولاي، سعيدة، ديوان    العلوم الاقتصادية التجارية
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  نحول القيود من متباينات الى معادلات . 4

نعوض بأحد المتغيرات في المعادلة الواحدة بقيمة صفر لاستخراج قيمة المتغير الثاني، ثم نكرر   -2

ذلك بالنسبة للمتغير الاخر، وبذلك تصبح لدينا نقطتين لكل معادلة)مستقيم( وبوساطة هاتين النقطتين 

 الذي تمثله المعادلة.يمكن رسم المستقيم 

منطقة هي بعد رسم جميع المستقيمات التي تمثل القيود يتم تحديد منطقة الحل الممكن والتي  4

 و تسمى بمنطقة الحلول . محدبة

 يمثل  نقطة من منطقة القبول و ليس هو المنطقة الابتدائي  الأساسيالحل  4

الواقعة على تقاطعات المستقيمات  الأقلالنقاط على  إحدىتمثل حيث  تحدد منطقة الحل الامثل  -5

 إذاما يمكن  أعظم الإرباحتسمى بنقاط التطرف التي تجعل  و كما الابتدائي المقبول الأساسيالحل 

 كانت دالة الهدف متدنية . إذااقل ما يمكن  آوكانت دالة الهدف تعظيم 

  الآخروكميته ويمثل  1X المتغيرنرسم على المستوى الاحداثي )الافقي والعمودي(ليمثل احدهما  -6
2X  .وكميته 
 

   Max(z) حالة التعظيم:الحل البياني :ثانيا 

وهي النقاط التي تحيط بمنطقة بعد رسم جميع المستقيمات على المستوى نحدد نقاط التطرف )

اكبر  ونختبر كل منها بالتعويض عنها في دالة الهدف والنقطة التي تجعل دالة الهدفالحلول الممكنة (

والعكس  Max ما يمكن ،تكون هي التي تمثل الحل الامثل اذا كانت دالة الهدف من نوع التعظيم

النقطة التي تجعل دالة الهدف اقل ما يمكن في حالة كون دالة الهدف من النوع  أن أيبالعكس 

 . الأمثلهي التي تمثل الحل  Min المتدني
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 : مثال
 لنموذج البرمجة الخطية  الأمثلاوجد الحل 

Max( Z)=4X1+3X2              دالة الهدف                     
5X1+3X2≤ 30                          القيد الأول 
2X1+3X2≤ 21                         القيد الثاني 
X1, X2  0                      شرط عدم السلبية 

  الخطوة الأولى : تحويل المتراجحات إلى معادلات
هذا لرسم و  او تساوي بالمساواة  الأقلنستبدل علامة  أيالقيد الأول نجعله عبارة عن معادلة 

 حد المتباينة .

 
5X1+3X2=30  
X1=0  ّنفرض أن 

 X2=10   إذا 

P1 (0,10)  

  2X  0=ثم نفرض           

X1=6    إذا 

 P2 (0.6)  

 لللقيد الثاني :بالنسبة 

 
2X1+3X2=21 
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 1X 0=   نفرض
 2X 7= اإذ

(0,7) 3P 
 02X=نفرض 

 10.51X=إذا       

     (10.5,0)        4P 
 البياني : الرسم

 1xالأفقي نضع المتغير  المحور

 2x,ر العمودي نضع المتغير المح
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                   1P                     (0,10)بين النقطتين   نصل          

) 2.P1(P                                          P2 (0.6)                    

الأول          لنشكل خط القيد                   

نقوم بتشطيب المساحة  ≥هي أصغر أو يساوي  بما أن إشارة القيد                   
   التي فوق الخط  ليصبح  :  
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 P3 (0,7)              (P3.P4)                  نصل  بين النقطتين 

P4 (06...6)                                   
ل خط القيد االثاني لنشك  
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أن إشارة القيد الثاني هي أصغر أو يساوي نقوم بتشطيب المساحة ا لتي فوق الخط   بما

 ليصبح الشكل كما يلي :
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بعد هذا تحدد منطقة الحلول الممكنة وحسب ما هو مطلوب من القيود وهي المنطقة التي تحقق جميع 

وبما ان احداثي جميع النقاط معلومة  (A,B,C,O) القيود في وقت واحد وهي كما مبين في الشكل اعلاه

 : على النحو الاتيفيتم تحديد احداثيتها  (B) ما عدا النقطة (A,B,C,O) وهي

 : الوسيلة الاولى

على المحوريين العمودي  (B) يقتضي هذا الاسلوب انزال اعمدة من النقطة المراد معرفة احداثيتها مثل

على المحور العمودي وعلى  (B) والافقي ويتقاطع هذين العمودين مع المحاور يتعين احداثي النقطة

  المحور الافقي

 : الوسيلة الثانية
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تولدت من تقاطع المستقيمين الاول  (B) الاسلوب يتضمن احدى الطرق الرياضية بما ان النقطة

  : والثاني وهي الحذف او التعويض وعلى النحو التالي

 
  =36 ……………..(0) 2+3X15X   2(ضرب( 

   ………..(2) 1=22+3X12X     ) )ضرب.-(   ( 

 -2X9=    - .4نجد  :  بالجمع

.=
9

45

 -=  =2X - 

.=2X  

 نعوض في إحدى المعادلات  نجد : 

30=+3(5) 15X    

15-30= 15X 

15= 15X 

=31X 

 
 اما تحديد نقطة الحل الامثل فبعد ان يتم تحديد المنطقة المحدبة التي هي المحددة بالنقاط

(A,B,C,O)  جميع نقاط التطرف يتم  ثياتالممكنة وبعد ان يتم معرفة احداالتي تمثل منطقة الحلول
 : النقاط في دالة الهدف وكما يلي ثياتالتعويض بإحدا

 X1(X,2(قيمة دالة الهدف عند الاحداثيات X)X1,2 (نقاط التطرف   ثياتنقاط التطرف احدا
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2+3X1Max( Z)=4X النقاط الإحداثيات 

2X 1X 

Max( Z)=0 0 0 O 

Max( Z)=21 7 0 A 

Max( Z)=27 5 3 B 

Max( Z)=24 0 6 C 

 
A (0,7)              MAX (Z) =21 

B (3,5)              MAX (Z) =27 
C (6,0)             MAX (Z) =24 
O (0,0)              MAX (Z) =0 

الهدف من وبما ان دالة  MAX (Z) =27   حققت اعلى عائد في دالة الهدف B بما ان النقطة
 تحقق الحل الامثل  B  النقطة  فإن Max نوع

 : ملاحظة
تكون  إنمعنى هذا ممكن  أي الأمثل من نقاط التطرف تمثل الحل الأقلواحدة على  تكون نقطة

 الأمثلهناك نقطتان تمثل الحل 

 -حالة التدنية )التقليل( –ثالثا: الحل البياني 

(: 2مثال )   

الاعلاف وضع برنامج خاص بانتاج العلف الحيواني اذ قررت انتاج نوعين ترغب احدى شركات تصنيع 

من انواع العلف كل منهما يتكون من مزيج من المواد الغذائية التي تطحن في مطاحن خاصة لتصبح 

.  دينار 35, وكلفة النوع الثاني  للوحدة  دينار 41جاهزة للاستعمال , كلفة النوع الاول من العلف 
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في تركيب كل من نوعي العلف اربعة مواد غذائية , يتطلب تصنيع العلف من النوع الاول  يدخلللوحدة 

( على التتابع. الاحتياجات  D , C , B , A(( وحدة من المواد الغذائية  3.6,  5,  1,  2مزج ) 

والمفروض كل نوع من العلفين توفرها للحيوان  ( D , C , B , A)     الاسبوعية من المواد الغذائية 

 ( كلغ على التتابع.  232.5,  033,  253,  1253هي ) 

 المطلوب:

 صياغة النموذج الرياضي لهذه المشكلة.-1 

اني.ايجاد البرنامج الامثل لانتاج النوعين من العلف الحيواني باستخدام طريقة الرسم البي -2  

 الحل:

ي الجدول الاتي:نلخص بيانات المشكلة ف  

المواد الغذائية الداخلة في تركيب 
 العلف

الاحتياجات الاسبوعية من  نوع العلف
 الثاني الاول المواد الغذائية) كغم (

A 2 3 1253 

B 1 1 253 

C 5 3 033 

D 3.6 3.25 232.5 

ر(كلفة الوحدة الواحدة من العلف )دينا  41 35  

كنة.يتعلق في تحديد الكمية المنتجة من كل نوع من نوعي العلف بما يحقق اقل كلفة مم القرار  

  .الأولعدد الوحدات المنتجة من العلف يساوي   1X أننفرض  



 )حل البرنامج الخطي العام باستخدام طريقة السمبلكس)طريقة الجداول               الفصل الثالث         .
 

 

35 
 

 .عدد الوحدات المنتجة من العلف الثاني يساوي  2X أننفرض 

 صيغة النموذج الرياضي :

Min. Z = 41 X1 + 35 X2 

S.T. 

2 X1 + 3 X2  ≥ 1250 

X1 + X2 ≥ 250 

5 X1 + 3 X2 ≥ 900 

0.6 X1 + 0.25 X2 ≥ 232.5 

X1 , X2 ≥ 0 

 ايجاد الحل الامثل بطريقة الرسم البياني:

 رسم القيد الاول: 

2 X1 + 3 X2  = 1250 

X2   X1 النقطة 

416.60 3 A 

3 625 B 
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  (: الرسم البياني للقيد الاول1شكل )   

 

    X 1X +2 250 =رسم القيد الثاني:   

X2 X1 النقطة 

253 3 C 

3 253 D 

 (: الرسم البياني للقيد الثاني2شكل )
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 X 15 X 3 +2 900 =رسم القيد الثالث:    

X2 X1 النقطة 

333 3 E 

3 183 F 
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( : الرسم البياني للقيد الثالث3شكل )  

 

 X 10.6 X 0.25 +2 232.5 =رسم القيد الرابع:      

X2 X1 النقطة 

033 3 G 

3 380.5 H 
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لرابعا( : الرسم البياني للقيد 4شكل )  

 

الخط المستقيم هي  وأعلىالنقاط الواقعة على الخط المستقيم  آننلاحظ  الأربعةمن الرسوم البيانية للقيود 

 التي تحقق تلك القيود وذلك لان القيود بهيئة اكبر او تساوي.

 القيود الاربعة وتحديد منطقة الحلول الممكنة. الرسم البياني التالي يبين رسم

منطقة الحلول الممكنة المقبولة ) المنطقة المظللة بالمربعات الصغيرة ( هي تلك المنطقة المشتركة بين 

 ( G , I , B )القيود الاربعة ) اي التي تحقق تلك القيد في آن واحد ( وهي المنطقة المحددة بالنقاط 

 تسمى بالنقاط المتطرفة , النقطتينوتلك النقاط هي التي 



 )حل البرنامج الخطي العام باستخدام طريقة السمبلكس)طريقة الجداول               الفصل الثالث         .
 

 

40 
 

 ( G , B )  احداثياتها محددة اما النقطة( I )  والتي تمثل نقطة تقاطع القيدين الاول والرابع احداثياتها

  1Xغير محسوبة ويجب حسابها عن طريق حل معادلتي القيدين المذكورين انيا واستخراج قيمة كل من 

 احد. اللتان تحققان القيدين في ان و  2Xو 

  )هذه النقطة هي  إحداثياتكتمرين للطالب , علما ان   I: يترك استخراج احداثيات النقطة  ملاحظة

 :أنيابحل المعادلتين الاتيتن  إيجادهاويتم  ( 219.23 , 296.15

2 X1 + 3 X2  = 1250 

0.6 X1 + 0.25 X2 = 232.5 

قل قيمة والنقطة التي احداثياتها تحقق الايجاد الحل الامثل نعوض النقاط المتطرفة في دالة الهدف 

 لدالة الهدف تمثل الحل الامثل :

  Z = 41 X1 + 35 X2قيمة دالة الهدف  النقاط المتطرفة

G ( 0 , 930 ) Z = 35 *  930 = 32550  

I ( 296.15 , 219.23 ) Z = 41 *  296.15 + 35 * 219.23 = 

19815.2 

B ( 625 , 0 ) Z = 41 *  625 = 25625 

 

 إحداثياتوتـحقــقها  للإنتاجوالتي تمثل اقل كلفة   2, 19815نلاحظ ان اقل قيمة لدالة الهدف هي 

2X  =و  1X 296.15 =,  ذلك يـعـني ان الحـل الامـثـل هـــو  I ( 296.15 , 219.23 )الـنقــطة   
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, أي ان البرنامج الانتاجي الامثل   Min. Z = 19815.2بما يحقق اقل قيمة لدالة الهدف    219.23

 لانتاج العلف الحيواني هو : 

كغم من العلف الثاني بما يحقق اقل كـلفـة ممكنة   069.02كغم من العلف الاول و    096.62انتاج 

 دينار . 69862.0وتساوي 

اذ انهما لا  ( نجد ان القيدين الثاني والثالث لا يؤثران على الحل الامثل للمشكلة4بملاحظة الشكل )

يشتركان مع القيدين الاول و الرابع في تحديد منطقة الحلول الممكنة بالرغم من ان نقاط تلك المنطقة 

 .مكررة ) محتواة في القيود الأخرى ( و نستطيع إلغاءها ى هذين القيدين بالقيدين التحققهما لذا يسم

 الحالات الخاصة خاصة في الطريقة البيانيةرابعا: 

حالات خاصة يمكن ان نلاحظها عند حل نموذج البرمجة الخطية والتي تعد حالات خاصة لحلول هناك 

 تلك النماذج وهي :

 تعدد الحلول المثلى:  4

ة خاصة ج البرمجة الخطية, ولكن هناك حالمن المفروض ان نحصل على حل أمثل واحد عند حل نموذ

مثلى ( , تحصل هذه الحالة عندما توازي احد وهي حصولنا على أكثر من حل أمثل ) أي تعدد الحلول ال

القيود الهيكلية المحددة لمنطقة الحلول الممكنة دالة الهدف الخطية, ويمكن ملاحظة هذه الحالة مباشرة 

رة لها ظمن النموذج عندما نجد ان معاملات احد القيود الهيكلية من مضاعفات معاملات دالة الهدف المنا

 مثلى لهذا النموذج, وكما موضح في المثال الاتي:عندها نتوقع حلول متعددة 
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 (:1مثال )
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 𝑋1 + 2𝑋2 
Subject to : 

𝑋1 + 2𝑋2 ≤   24 
1,5𝑋1 + 𝑋2 ≤ 18 

𝑋1 ≤   10 
𝑋2 ≤   11 

𝑋1,       𝑋2 ≥   0 
  تحديد نقاط الرسم

 𝑋2 𝑋1 نقاط الرسم
(12،24) 12 3 

 3 24 
(18،12) 18 3 

 3 12 
 مهما تكن قيم 

2 
13 

 مهما تكن قيم  11 

𝑋1 
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 سلم الإحداثيات: 

 

 

 

 

 
                                                                                                                                                                                                         

                     

 

 

 

 

 بتعويض نقاط الرسم في دالة الهدف.

 دالة الهدف
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 𝑋1 + 2𝑋2 

 النقاط الإحداثيات
𝑋2 𝑋1 

𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 0 0 0 O 
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 22 11 0 A 
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 24 11 2 B 
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 24 9 6 C 
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 16 3 10 D 
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 10 0 10 E 

 

 

 

A(0,0) 2 4 6 8 10 12 

14 

16 18 20 22 24 26 
0 

2 

4 

4 

8 

10 

11 

12 

24 

16 

14 

F(0,11) 

18 

 القيد الثالث

الرابعالقيد   

الثانيالقيد   

الأولالقيد   

E(10,0) 

B( 0. ,66) 
C(6,9) 

D(10,3) 
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 تعويض النقاط المثلى في القيود لتحديد الطاقات الفائضة

 القيود C(6,9النقطة المثلى) الطاقة الفائضة
0 = 6 + 2(9) ≤ 24 

24 ≤ 24 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤   24 

0 = 1.5(6) + 1(9) ≤ 18 
9 + 9 ≤ 18 

18 ≤ 18 

1,5𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 18 

4 = 6 ≤ 10 
= 10 − 6 = 4 

𝑋1 ≤   10 

9 9 ≤ 11 
11 − 9 = 2 

𝑋2 ≤   11 

 

 القيود B(2,11النقطة المثلى) الطاقة الفائضة
0 = 2 + 2(11) ≤ 24 

24 ≤ 24 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤   24 

4 = 1.5(2) + 11 ≤ 18 
3 + 11 ≤ 18 

14 ≤ 18 
18 − 14 = 4 

1,5𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 18 

8 = 2 ≤ 10 
= 10 − 2 = 8 

𝑋1 ≤   10 

0 11 ≤ 11 𝑋2 ≤   11 
 

 الحلول غير المحدودة :  -2

على حلول ممكنة غير محدودة وهي حالة خاصة نادرة  قد نحصل عند حل مشكلات البرمجة الخطية

الحدوث في الحياة العملية, ونلاحظ هذه الحالة الخاصة في الرسم البياني عندما نحصل على منطقة 

 ل ممكنة غير محدودة وكما موضح بالمثال الاتي:لحلو 
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𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 2𝑋1 + 𝑋2 
Subject to : 

𝑋1 ≥   2 
𝑋2 ≤ 5 

𝑋1,       𝑋2 ≥   0 
 الإحداثياترسم 

 حالة عدم وجود حدود)منطقة الحل غير محددة(

 

 

 

 

 

 

 

 عدم وجود حلول مقبولة:-3

ة عبارة عن مجموعاذا كانت منطقة الحلول الممكنة الناتجة من تقاطع قيود نموذج البرمجة الخطية 

ل ممكنة خالية فاننا لن نحصل على حلول ممكنة لمشكلة البرمجة الخطية, بمعنى آخر ليس هناك حلو

هناك حل  لنموذج البرمجة الخطية في حالة عدم وجود منطقة مشتركة بين قيود النموذج وبالتالي ليس

 امثل للمشكلة, كما موضح بالمثال الآتي:

 مثال 

X2 

X1 
2 4 6 8 

2 

4 

5 

6 

8 

10 
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( خدم فيها ثلاثة أنواع Bو  Aللصناعات الكيماوية، بإنتاج نوعين من المنتجات هما ) قوم الشركة العامةت
من المواد الأولية الثلاث في إنتاج كل طن من  دمةالمنعمن المواد الأولية، ويوضح الجدول أدناه الكميات 

 كل منتج مع بيان الكميات : منها في المخازن بالأطنان.

الكميات المتاحة في المخازن 
 طن

 

B 

 طن

A 

 طن

 المنتج 

 

 المواد الأولية

02 1

2
 2

5
 الأولى 

2 1

5
 الثانية - 

06 3

10
 3

5
 الثالثة 

( يبلـغ Aالمنـتج ) طن من رست المشكلة في قسم المحاسبة، وتم التوصل إلى أن ربح الشركة من بيع كلد
( طنـا 22كميـات الإنتـاج المطلوبـة هـي ) ( دينـارا. أن30) (Bوربح بيع كل طـن مـن المنـتج ) ( دينار42)

 (.B) الأقل من ( طنا على62( و )Aعلى الأقل من )

 طلوب:مال

تحديــد كميــات الإنتــاج مــن كــل منــتج، بحيــث تحقــق الشــركة أقصــى عائــد ممكــن باســتخدام الطريقــة البيانيــة 
 والجبرية في الحل. 

ل النتائج مع بيان كيفية المسـاعدة فـي اتخـاذ تحديد منطقة الحلول المتاحة وتأشير النقاط على الرسم. تحلي
 القرار الإداري المناسب.

 .1X( هو Aض أن عدد الأطنان التي سيتم إنتاجها من )فر ب

 .2X( هو Bوعدد الأطنان التي سيتم إنتاجها من )
𝑀𝑎𝑥 (𝑍) = 40𝑋1 + 30𝑋2 

2

5
𝑋1 +

1

2
𝑋2 ≤   20 … … … . (1) 

1

5
𝑋2 ≤   5 … … … . (2) 
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3

5
𝑋1 +

3

10
𝑋2 ≤   21 … … … . (3) 

𝑋1 ≥   30 … … … . (4) 
𝑋2 ≥   15 … … … . (5) 

𝑋1,       𝑋2 ≥   0 
 .تحديد نقاط الرسم2

 𝑋2 𝑋1 نقاط الرسم
(43،53) 43 3 

 3 53 
 مهما تكن قيم  25 

𝑋2 
(35،03) 03 3 

 3 35 
 مهما تكن قيم 

1 
33 

 مهما تكن قيم  15 
𝑋2 

التوصل إلى حل لمشكلة البرمجة الخطية والتي ينبغـي فيهـا تحقيـق شـروطها تظهر هذه الحالة حينما لايتم 
 جميع القيود)المحددات( في المشكلة المطروحة وبضمنها شرط عدم السلبية

: 

  2القيد                    

 

 

 

 

 

X1 

X1 01 11 31 41 51 61 01 

01 

05 

11 

31 

41 

51 

61 

01 

4القيد  2القيد    

6القيد   

   4  القيد
   4  القيد
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يلاحـظ أنـه لا توجـد منطقـة مشـتركة تحقـق جميـع قيـود حيـث  حالة الحل المستحيلهناك حالة خاصة هي 

وعليــه لا توجــد منطقــة حلــول متاحــة للنمــوذج  ، (الخاصــة بالإنتــاج دالمســألة)القيود الخاصــة بــالمواد والقيــو 

( طــن مــن 22البرمجــة الخطيــة ولا بــد مــن إعــلام الإدارة بــأن المتــوفر مــن المــواد الأوليــة لا يكفــي لإنتــاج )

 ( من أجل إتخاذ القرار المناسب لذلك.B( طن من المنتج )62و) Aالمنتج 

    الانحلال : 4

ي الحل التي تكون قيمتها اكبر من الصفر ف الأساست الانحلال عندما يكون عدد متغيرا تحدث حالة

ل الاتي:البرمجة الخطية. كما موضح بالمث الامثل أقل من عدد قيود نموذج  

:1مثال   

منازل " بإنتاج أبواب ونوافذ للمنازل  وكان لدى الشركة ورشتين الأولى تستخدم في تقطيع تقوم شركة "

اليوم  والثانية تقوم بعمليات الدهانات المتنوعة لكل من ساعة في  16وتجميع الابواب والنوافذ لمدة 

م و ن   6ساعات يوميا  وقد كان ربح الشركة من بيع الباب الواحد هو   8الابواب و النوافذ لمدة 

وحدة واحدة من كل الأبواب و النوافذ  للإنتاج لازم م و ن و كان الوقت ال 18ومن النافذة الواحدة هو 

 في الورشتين هو كالتالي : 

 الورشات الأبواب  ) بالساعات ( النوافذ ) بالساعات (

1الورشة  2 8  

2الورشة  2 4  

 ملاحظة : م و ن  =مليون وحدة نقدية 

 اوجد الحل الامثل لنموذج البرمجة الخطية  -
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 هل هناك حالة خاصة وضح ذلك ؟ -

 الحل : 

 1Xنرمز لعدد الابواب بـ  

 2Xنرمز لعدد النوافذ بـ  

 

Max. Z = 6 X1 + 18 X2 

2 X1 + 8 X2  ≤ 16  

2X1  +  4 X2    ≤   8                                                    

X1 ,  X2   ≥ 0                                   

 نرسم قيدي النموذج :

 X1 + 4 X2 = 8 2القيد الثاني  النقطة  X1 +8 X2 = 16 2 القيد الاول  النقطة

X2 X1  X2 X1 

P1 2 3  P3 2 3 

P2 3 8  P4 3 4 

 

و   p1(0,2)القيد الاول يمثل بالخط المستقيم المحدد بالنقطتين  p2(8,0)  .  
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و   p3(0,2)القيد الثاني يمثل بالخط المستقيم المحدد بالنقطتين  p4(4,0) 

ونحدد منطقة الحلول الممكنة وكما مبين بالشكل الاتي:نرسم القيدين   

 الرسم البياني لقيدي نموذج البرمجة الخطية ومنطقة الحلول الممكنة .

 

لقيد خلال الشكل أعلاه أن القيد الأول يقع في منطقة الرفض بعد رم القيد الأول أي أن ا نلاحظ من

ون قيد الثاني ألغى القيد الأول حيث نموذج البرمجة الخطية تضمن قيدين و كان من المفروض أن يك

.واحد فقط وهو القيد الثاني وهذا ما يدل على وجود حالة خاصة هي حالة تفخ أو انحلال الحل   
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  الفصل الثالث
حل البرنامج الخطي العام باستخدام 

 )طريقة الجداول)طريقة السمبلكس
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     (Simplexeحل نموذج البرمجة الخطية باستخدام  طريقة السمبلكس): لثالفصل الثا

 )طريقة الجداول)

 تمهيد:

لقد لاحظنا سابقا أن  الطريقة البيانية لا تستخدم إلا في حالة و جـود متغيـرين فقـط, ويرجـع ذلـك إلـى   

صـعوبة بــل إســتحالة الرســم البيــاني عنــدما يزيــد عـدد المتغيــرات الواجــب إتخــاذ قــرار بشــأنها  عــن إثنــين , و 

ود , فإننــا نحتــاج إلــى أســلوب طالمــا أن معظــم التطبيقــات العلميــة تتضــمن عــدد كبيــر مــن المتغيــرات و القيــ

 . Simplex Méthodآخر صمم خصيصا لذلك يعرف بأسلوب السمبلكس  

, علـــى مجموعـــة       6م 1947الأمريكـــي فـــي عـــام   Dantzig.B.Gيقـــوم أســـلوب الســـمبلكس الـــذي قدمـــه    

عــدة  مــن الخطــوات الجبريــة التــي تــؤدي إلــى الوصــول إلــى الحــل الأمثــل , فــي حالــة وجــود حــل , وذلــك فــي

مراحل متتابعة و محددة , و يتم تحقيـق ذلـك عـن طريـق تقيـيم الـنقط الركنيـة للمنطقـة الممكنـة فـي خطـوات 

 متتابعة تؤدي إلى الوصول إلى حلا أفضل في كل مرحلة , وذلك إلى الحد الذي لا يمكن معه تحقيق  

 . تحسين في الحل , عندئذ نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل 

 خطوات حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس أولا

 يمكن تلخيص الخطوات التي تتضمنها طريقة السمبلكس في الخطوات الخمس التالية :

 .Forme Standard مشكلة البرمجة الخطية في الصيغة المعيارية )النمطية( وضع1- 

 لمنطقة الممكنة .حل مبدئي ممكن و هو عبارة عن نقطة ركنية في ا اختيار 2-

                                                           
 .165,دار المسيرة للنشر و التوزيع الأردن الطبعة الأولى ، ص  نظرية القرارات الإدارية مدخل كمي في الإدارة(، 6997حسن علي مشرقي ,) - 5
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 تقييم إمكانية تحسين الحل القائم .3- 

 إذا كان التحسين ممكنا يتم العمل الخطوات التالية :  4-

  حدد المتغير الغير أساسي الغير موجود في الحل الحالي و الواجب إدخاله في الحل , و

 إعتباره متغيرا أساسيا.

  الواجب خروجه من الحل , و إعتباره  حدد المتغير الأساسي الموجود في الحل الحالي و

 متغيرا غير أساسي .

   حدد قيم المتغيرات الموجودة في الحل الجديد , وهو يعبر عن نقطة ركنية في المنطقة

 الممكنة , و ذلك حدد قيم المعاملات الجديدة في معادلات القيود .

 . أرجع إلى الخطوة الرابعة  وكرر عملية التقويم 

 ين غير ممكن فإن الحل الذي توصلت إليه يكون هو الحل الأمثل .إذا كان التحس -5

 ويوضح الشكل التالي العلاقة بين هذه الخطوات المذكورة سالفا
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 " يوضح خطوات الحل بطريقة السمبلكس". (13رقم )شكل 

 

- Yves Noobert .Roch Ouellet .Réges Parent , ( 1995) : La recherche opérationnelle ,gaitan morin éditeur  
,p170 

 

الحل الحالي هو الحل 

 الأمثل

يالمشكلة في شكل إنشائ  

نموذج  المشكلة في شكل

 رياضي)دالة هدف, قيود(

النموذج في الشكل الصيغة 

 المعيارية )النمطية(

 إختيار الحل المبدئي

ل حدد المتغير الذي يدخ

 الحل

هل من 

الممكن 

لتحسين الح  

 

ج حدد المتغير الذي يخر

 من الحل

 حدد قيمة  الحل الحالي

 لا

 نعم
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 ثانيا: حالة التعظيم

 ( ≥ ) حالة تعظيم الربح والقيود فقط من نوع أصغر من أو يساوي 

الصيغة إلى  (canonical form) تحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة العامة  أو القانونية  

 : و ذلك (Standard form) القياسية

 إلى (Z) و من ثم تحويل دالة الهدف (Z) دالة الهدف إلى أو إضافي ( بإضافة متغير راكد )مهمل -

 .وجعلها تساوي صفر الأيسرالجانب  إلىمعادلة صفرية عن طريق تحويل القيم 

 الأقلقيود المشكلة )لا بد أن تكون من نوع اصغر من او يساوي( إلى الطرف  إلىبإضافة متغير راكد  -

 .الأيسرمن المعادلة وهو الطرف 

 كافة قيم المتغيرات في المشكلة تكون موجبة أو مساوية للصفر أي أن  أن أيتحديد عدم السلبية  -

(0≥ i, s jx(     حيثj  عدد المتغيرات وi  عدد القيود. 

تدائي بالاعتماد على جميع بأو الإ (Feasible solution) تنظيم جدول الحل الأساسي الممكن -

 كما يلي :   في قيود النموذج و دالة الهدف xj , si  معاملات المتغيرات

في صف دالة  موجبةشارة ( و على أساس أكبر قيمة بإEntering variableتحديد المتغير الداخل )  -

 ( .Zالهدف )

 ,(Pivot column) أو عمود الارتكاز العمود الذي يوجد فيه المتغير الداخل يسمى بالعمود المحوري  -

( عن طريق قسمة القيم الموجودة في الجهة اليمنى  في Leaving variableتحديد المتغير الخارج ) -

أو عمود  يقابلها من قيم المعاملات في العمود المحوري (على ما Right hand side RHSعمود  )

( ، و المتغير الذي يقابل أقل قيمة موجبة )وتهمل القيم غير المعرفة والسالبة( من Pivot col) الارتكاز 

 خوارج القسمة  يعد هو المتغير الخارج ، ليحل المتغير الداخل محله في الجدول لاحقا.
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(. أما Pivot row) أو صف الارتكاز  ر الخارج يسمى بالصف المحوري الصف الذي يوجد فيه المتغي -

 .نقطة الارتكازبيدعى قاطع عمود المتغير الداخل مع صف المتغير الخارج تالعنصر الناتج من 

( من خلال قسمة القيم في Pivot equationيمكن الحصول على المعادلة المحورية أو الممهدة )  -

 ( وهي تمثل قيم المتغير الداخل الجديدةPivot elementالعنصر المحوري )صف المتغير الخارج على 

 لغرض تحسين الحل الممكن أي بناء جدول آخر 

يتم وضع المعادلة المحورية أو الممهدة في الجدول الجديد للحل في الموقع نفسه حيث يخرج منه   -

 المتغير الخارج ليحل محله المتغير الداخل.

 ( و كالآتي :New zدالة الهدف الجديدة ) يتم إيجاد معاملات

 x  عامل المتغير الداخل في صف دالة الهدف  م) – ( القديمة zمعاملات ) =( الجديدة zمعاملات )

 المعادلة المحورية(

بمعنى  ضرب العنصر المقابل لدالة الهدف في عمود المحور) تحت العنصر الداخل( في المعادلة 

 .الجدول الجديد مع قيم دالة الهدف في الجدول القديم لتوضع فيالمحورية وطرح النتيجة 

 كالآتي:    siيتم إيجاد معاملات القيود الجديدة للمتغيرات  

 (  si  )x (معامل المتغير الداخل في صف   –( القديمة   si( الجديدة = معاملات ) siمعاملات )

 )المعادلة المحورية

الممهدة ومن ثم جمعه مع  وضربه بالمعادلة إشارتهبمعنى أخذ المعامل تحت المتغير الداخل للقيد بعكس 
 . الأخرى وهكذا مع بقية القيود  القيم العائدة له في الجدول وتوضح في الجدول الجديد

عندما تكون جميع  معاملات دالة الهدف الجديدة في   Optimal solutionالأمثليتم الوصول للحل 
كانت قيمة واحدة على الأقل في دالة الهدف موجبة فهذا  إذاأما ، أو تساوي صفر صغرجدول الحل أ



 )حل البرنامج الخطي العام باستخدام طريقة السمبلكس)طريقة الجداول               الفصل الثالث         .
 

 

57 
 

 الحل الأمثل. إلىيعني عدم التوصل 
ورية حتى يعاد إجراء الخطوات السابقة نفسها بدءا من تحديد العنصر الداخل و الخارج والمعادلة المح -

 .تصبح جميع معاملات دالة الهدف أصغر أو تساوي صفر

 )مشكلة تعظيم( مثال:

    Max) Z (=60X1 +26X2      
S.t.  
0X1 + 4X2 ≤400                  
 6X1+ 4X2 ≤600 
0X1            ≤200 
   X1 , X2 ≥ 0   

 الحل :

 (:1الخطوة )

نحول قيود المشكلة من الصيغة العامة الى الصيغة القياسية ولان القيود جميعها من نوع اصغر من او  
 )ieX(  والذي سيرمز له بـ  slack)متغير راكد )مهمل إضافةتتطلب   يساوي ،لذا فان عملية التحويل

  : كالتالي

0X1 +4X2 + 1Xe
2 =400             (1)  

6X1+ 4X2 + 1Xe
4 =600             (2)  

0X1 + 1Xe
5 =200                    (3)  

X1,X2, Xe
2, Xe

4, Xe
     شرط عدم السلبية         0≤2

 : (2الخطوة )     

 معادلة دالة الهدف بمعاملات صفرية وكما يأتي: إلىتضاف المتغيرات الراكدة )المهملة( 

Max( Z)=60X1 +36X2+0 Xe
2+0 Xe

4+0 Xe
5 
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 (3الخطوة)

 الأيسرالى الطرف  الأيمندالة صفرية عن طريق نقل كافة المتغيرات من الطرف  إلىنحول دالة الهدف  
 من المعادلة ،لتصبح كما يأتي:

  Max( Z)=60X1 +36X2+0 Xe
2+0 Xe

4+0 Xe
5=0 

 

في  الأساسيةوغير  الأساسيةنقوم بإعداد جدول الحل الابتدائي والذي سيضم المتغيرات  (:4الخطوة) -
 معادلة دالة الهدف.

 الجدول : إعدادملاحظات عن 
5المتغير الذي يكون معامله صفر في معادلة دالة الهدف اي ) هو الأساسيالمتغير 

e.x 4
e. x3 

ex  ) 
فقط تساعد في تحديد  إنها أساسيمتغير  أنهالا يعني  الأساسيةفي عمود المتغيرات ( Z)وضع  إن

 .الأمثلكنا قد وصلنا للحل  إذاالمتغير الداخل ولتحديد ما 
 القيم الموجودة في جدول الحل الابتدائي تمثل معاملات المتغيرات في معادلة دالة الهدف والقيود. إن

3القيم التي تقابل المتغير 
ex ( أما القيم التي تقابل المتغير 6هي معاملات المتغيرات في القيد . )4

ex 
5لقيم التي تقابل المتغير (.و ا0هي معاملات المتغيرات في القيد )

ex   هي معاملات المتغيرات في القيد
(2.) 
 في باقي خانات الجدول تتم كتابة معاملات كافة المتغيرات في القيود الوظيفية؛ 
 تتم كتابة المتاح )من القيود الوظيفية(؛  biفي العمود  -
ضرب معاملات المتغيرة الأولى لكافة القيود الوظيفية في معاملات  يتم  jx jC∑ =j Zفي السطر  -

 و jZ ، و ذلك للحصول على القيمة 2(= 2×0(+)2×6(+)2×0متغيرات الأساس، ثم جمعها، مثلا: )
 هكذا؛

من معاملات كافة المتغيرات في دالة الهدف )أول سطر  jZيتم طرح قيم  jZ – jC = Zفي السطر  -
jC؛) 

 (. jCيتم ضرب معاملات متغيرات الأساس )العمود الأول  Zللحصول على قيمة دالة الهدف  -
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و بعد التعويض في قيود النموذج  1x ،0=2x ،0=3x=0لتكن متغيرات القرار )متغيرات خارج الأساس(  -
 أعلاه نحصل على قيم متغيرات الأساس:

 040=3
ex  ،060=4

ex ،003 =  5
ex 0، و الذي يعتبر حل الأساس المقبول الأول، حيث أنZ=  ما

 يعني أن المؤسسة لازالت في بداية نشاطها و لم تقم بعملية الإنتاج.

 إعداد جدول الحل الأساسي الأول
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 0 0 0 36 60 ci 

5
eX 4

ex 3
ex 2X 1X bi vj Cj 

𝟒𝟎𝟎

𝟐
  =200 0 0 1 4 2 400 3

ex 0 
𝟔𝟎𝟎

𝟔
  =100 0 1 0 4 6 600 4

ex 0 
𝟑𝟎𝟎

𝟐
  =150 1 0 0 0 2 300 5

ex 0 
 0 0 0 0 0 =0jx j∑C =j Z 

0 0 0 36 60        jZ –j C = Z 

 

 : قراءة حل الأساس المقبول الموافق للجدول( 5لخطوة ) ا

 Z في صف موجبة اختيار المتغير الداخل وهو المتغير الذي يمثل اكبر قيمة بإشارة  -
( ويطلق على العمود الذي  62هو المتغير الداخل لان قيمته) 1X اعلاه يكون  ومن الجدول

 ( يضم المتغير الداخل )عمود المحور أو عمود الارتكاز

  اختيار المتغير الخارج وهو المتغير الذي يمثل اقل قيمة موجبة من حاصل قسمة قيم -

𝐛𝐢

𝑿𝒊
غير  وأعلى قيم عمود المحور أو عمود الارتكاز ،وتهمل اية قيمة سالبة او صفرية   

(.ويطلق على الصف الذي يضم المتغير الخارج )صف المحور أو صف ∞محددة )
  الارتكاز ( أما حاصل قسمة قيم

𝐛𝐢

𝑿𝒊
 : على قيم عمود المحور فهي كالآتي   
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400/0=200 
600/6=100 
200/0=150 

 (622هو المتغير الخارج لأنه يمثل اقل قيمة موجبة ) 4exالمتغير  ااذ

يمثل عنصر الارتكاز نقطة تقاطع عمود المتغيرة الداخلة مع سطر المتغيرة  تحديد عنصر الارتكاز: -
 .6، يشار إليه بدائرة في الجدول، و في مثالنا هو  pC ⋂ p= LPivotالخارجة 

 قراءة حل الأساس المقبول الموافق للجدول: 

 
 إعداد جدول الحل الأساسي الثاني:

 يتم تشكيل جدول السمبلكس الثاني بإدخال المتغيرة الداخلة مكان المتغيرة الخارجة؛ -
 (؛PpL/(في الجدول الأول على عنصر الارتكاز نفسه )pLتتم قسمة قيم سطر الارتكاز ) -
(، ماعدا عنصر 0pC=الجدول الأول تصبح أصفاراً في الجدول الثاني)قيم عمود الارتكاز في  -

 (؛P=1الارتكاز الذي يبقى مساويا للواحد)
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قيم باقي الأسطر يتم حسابها عن طريق ضرب عدد في قيم سطر الارتكاز الجديدة، مع إضافة القيم  -
 .initiale+ L p(a).Lفي الجدول الأول( أي: القيمة الجديدة للسطر= )القديمة للسطر 

 يتم حسابها كما يلي: الأول الجديدقيم السطر مثال: 
(-2)(Lp=622)+(Li=422)=022, (-2)(Lp=6)+(Li=0)=0, (-2)(0/2)+(4)=8 /2,  
  (-2)(2)+(1)= 1,   (-2)( 1/6)+(0)=-1/2, (-2)(2)+(2)=  2  

 يتم حسابها كما يلي: الثالث الجديدقيم السطر 
(-2)(Lp=622)+(Li=222)=622, (-2)(Lp=6)+(Li=0)=0, (-2)(0/2)+(2)=-4 /2,  
  (-2)(2)+(2)= 2,   (-2)( 1/6)+(0)=-1/2, (-2)(2)+(6)=6 

 
 كما يلي  :   biعن طريق ضرب معاملات متغيرات الأساس في  j Zيتم الحصول على قيم -

 6222( = 2×622( + )62×622( + )0×022)مثال: 
معاملات متغيرات الأساس في معاملات المتغيرات في عن طريق ضرب  jZيتم الحصول على قيم  -

 القيود الوظيفية.
 .42( = -2/4×2( + )2/0×62( + )2/8×2، )62( = 2×2( + )62×6( + )0×2)مثال: 

إن كانت مثلى، و ذلك إن كانت جميع معاملاتها سالبة أو معدومة، و في  Zبعدها يتم تحديد قيمة  -
يتم إنشاء  لا ، و عليه( سالبة وصفرية  jZ –j C)  جميع القيم في الصف مثلى لأن  Zحالتنا هذه، قيمة 

 . جدول سمبلكس ثالث بغية تحسين الحل مرة أخرى 
 ملاحظة :

يتم إنشاء ( موجبة وصفرية  jZ –j Cعن الحل الامثل وكانت جميع القيم في الصف  ) في مجرى البحث
 سمبلكس ثالث بغية تحسين الحل مرة أخرى عن  جدول 

  قيمو ذلك بدءً بحساب  -
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 و تحديد المتغيرة الداخلة و الخارجة.

 تتم قراءة حل الأساس المقبول  -
إلى حل أساس مقبول  Z=0يتم الانتقال من أول حل أساس مقبول ذو لالخطوات السابقة مع اتباع نفس 

 يتم تحسين الحل الأول.إلى أن آخر 
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 جذول الحل الاساسي الثاني :

0 0 0 36 60 ci 
5eX 4X 3X 2X 1X bi vj Cj 

3 3/1- 1 3/8 3 233 3ex 0 

3 6/1 3 3/2 1 133 1X 63 
1 3/1- 3 3/4- 3 133 5ex 0 
0 10 0 40 60 6000=jx jC∑ =j Z 
3 13- 3 4- 0 jZ –j C = Z 

 

 ( سالبة وصفرية. jZ –j Cلأن  جميع القيم في الصف  )وهو جدول الحل الأمثل 

 ( ≤) والقيود فقط من نوع أكبر من أو يساوي  تقليل التكاليف حالة  ثانيا :

 :Big Mخطوات الحل باستخدام طريقة 
، و يقوم هذا الأسلوب على أساس إضافة معامل للمتغير Charneطور هذا الأسلوب العالم   

على الاصطناعي في دالة الهدف، و يتم حل النموذج بطريقة السمبلكس بصفة عادية. وبغية التعرف 
 مراحل تطبيق هذه الطريقة سوف نأخذ المثال التالي:

  :مثال 
قبل نقلها للسوق ، علما أن  لمدة شهر كامل دجاجيقوم مجمع الدجاجة الذهبية بمدينة عنابة بتغذية ال

ختلف وفقا للعمر و الاستهلاك الأسبوعي ،و حتى يتحقق الوزن المستهدف في نهاية الشهر ت تغذيته 
 ، علف 022 رقم ، علف6221 رقم وهي علف من ثلاثة أنواع من الأعلاف الأولية تشكيل خلطة يجب
 .من المواد الغذائية يحتوي كل علف على ثلاث مواد مقوية ولازمة للتغذية  222 رقم 
غرام للوحدة ،  6بواقع   M2 غرام للوحدة ، ومن مادة  0بواقع  M1من مادة  622يتكون العلف رقم  -

 غرام للوحدة. 4بواقع   M3ومادة 
غرام للوحدة ،  8بواقع   M2 غرام للوحدة ، ومن مادة  4بواقع  M1من مادة  022يتكون العلف رقم  -

 غرام للوحدة. 8بواقع   M3ومادة 
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غرام للوحدة ،  4بواقع   M2 غرام للوحدة ، ومن مادة  0بواقع  M1من مادة  222يتكون العلف رقم  -
 ة.غرام للوحد 8بواقع   M3ومادة 

 ،M1، M2غرام من المواد  12،64،66 الأعلاف على الأقل إلىوتحتاج الدجاجة الواحدة في خليط 
M3 مبلغ  022دج،  بينما يكلف العلف رقم  022مبلغ  622على التوالي ،و يكلف كيلوغرام  العلف رقم
 دج  422مبلغ  222دج و العلف رقم  042

 صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يعطي أقل التكاليف . المطلوب :
 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس .

 الحل 
 صياغة نموذج البرمجة الخطية 

Min Z=000 x1+042 x2 +400 x3                  Soumise aux contraintes   
        0x1 +6  x2 + 4x3  ≥  60 

      4 x1 +8  x2+8 x3  ≥ 64 

     0 x1+4 x2 +8 x3  ≥ 66 
       x1   , x2, x3 ≥ 0 

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام السمبلكس 

 كتابة النموذج على الشكل المعياري:

Min Z=000 x1+042 x2 +400 x3                  Soumise aux contraintes   
        0x1 +6  x2 + 4x3 -    xe

 4    ≥  60 

      4 x1 +8  x2+8 x   - xe
5       ≥ 64 

     0 x1+4 x2 +8 x3   - xe
6          ≥ 66 

       x1   , x2, x3 ≥ 0 

 إيجاد أول حل أساس مقبول:  
معادلات فإنه يتم الحصول على أول حل أساسي مقبول  2متغيرات، و  6بما أن النموذج يحتوي على    

، 01x ،=02x=و لتكن متغيرات القرار )متغيرات خارج الأساس(  (6-3=3متغيرات )2عن طريق عدم 
=03x :4و بعد التعويض في قيود النموذج أعلاه نحصل على قيم متغيرات الأساس

ex =  )12 -(  ،5 
ex
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6=) -16 (، و)- 14(  =     
ex   6  الذي يعتبر حل أساس غير مقبول، لأن

e, x 5
e, x 4

ex   لا 
تحققان قيود عدم سلبية المتغيرات، أي أن النموذج لا يتوفر على حل أساس مقبول، و عليه لا يمكن 

 تطبيق طريقة السمبلكس لاشتراطها على توفر أول حل أساس مقبول.

و حتى يتسنى لنا توفير حل الأساس المقبول يتوجب علينا الاستعانة بمتغيرات جديدة تسمى المتغيرات    
لوهمية، الاصطناعية(، حيث تضاف متغيرة واحدة على مستوى كل قيد ليصبح النموذج المساعدة )ا

 كالتالي:

Min Z=000 x1+042 x2 +400 x3                  Soumise aux contraintes   
        0x1 +6  x2 + 4x3 -    xe

 4    +     a  7       ≥  60 

      4 x1 +8  x2+8 x   - xe
5   +       a    8            ≥ 64 

     0 x1+4 x2 +8 x3   - xe
6        +     a   9          ≥ 66 

       x1   , x2, x3    ,  ،xe
4 , xe

5 , xe
6                    ≥ 0  

 

 3متغيرات و  9يصبح النموذج مكونا من  9a  و 8a و 7aبعد إضافة المتغيرات الوهمية    
 6معادلات، و عليه يمكن إيجاد أول حل أساس مقبول و ذلك عن طريق عدم متغيرات 

 فيصبح حل الأساس المقبول الأول كالتالي:  (6=3-9)متغيرات 
=0, 1x =06

e0,     x5=
e=0,     x4

e=0,     x3=0,     x2x     
           =169a            14=8a           =12  7a 

 

لمتغيرات الفجوة و  2إضافة متغيرات الفجوة و الاصطناعية إلى دالة الهدف، بمعامل  يتم
التي تمثل كمية موجبة كبيرة إلى المتغيرات الاصطناعية، أما إذا كان النموذج من  Mمعامل 
فتكون دالة الهدف كما  1إلى المتغيرات الاصطناعية. )-M (فيتم إضافة معامل  Maxنوع 
 يلي: 

                                                           
 .75ص مرجع سبق ذكره،  ،و آخرون محمد عبد العال النعيمي 1
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  9a M  +8a M+7a M  + e
6x0  + e

5x+0 e
4x+0 3 x400+2 x 240+1x 200= )Z (Min 

Min( Z) = 200 x1+240 x2 +400 x3 +0 x4
e+0 x5

e+0 x6
e  +M (a7+a8 

+a9) 

 = Max(- Z)-   Min( Z) بطريقة                                    نحل 

 M-7a M  - e
6x0  – e

5x0 -e4x0 -3 x400-2 x 240-1x 200-= Z)-Max(  -= )Z (Min
  9a M  -8a 

بعدها يتم استخراج قيم المتغيرات الاصطناعية من القيود الوظيفية لتعويضها في دالة 
 الهدف:

 تشكيل جدول السمبلكس الأول -
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M -M -M 0 0 0 -400 -240 -200 ci 

9a 8a 7a 6
ex 5

ex 4
ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

3 2 2 6 2 2 6- 4 6 0 60 7a -M 

𝟏𝟒

𝟖
 2 6 2 2 6- 2 8 8 4 64 8a -M 

2 6 2 2 6- 2 2 8 4 0 66 9a -M 

 - M - M M- M M M -20 M M68- -8 M Zj = ∑Cj x = -
42M  

 0 0 0 - M - M - M -400+20 
M 

-240+18 
M 

-200+8 
M 

jZ –j C = Z 

j C– في صف ) Mيتم في هذه الحالة اختيار المتغيرة الداخلة عن طريق اختيار أكبر معامل موجب لـــ  -

jZ  أي في قيم )Z  و في مثالنا هذا(+20 M)  3هو أكبر معامل موجب و الذي يوافق المتغيرةX ؛أي أن
 .تدخل للأساس    3Xالمتغيرة 

 على معاملات المتغيرة الداخلة، للحصول على  Bيتم بعدها قسمة قيم الشعاع  -

𝐛𝐢

𝑿𝒊
و بناء على ذلك تصبح المتغيرة الخارجة هي التي توافق أقل حاصل قسمة موجب، لتكون في مثالنا   

 8وفي هذا المثال عنصر الارتكاز هو   ثم تحديد عنصر الارتكاز  7aهذا 
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ليس هو الحل الأمثل، لذا وجب علينا تحسين  M 42 -) )تضم قيما سالبة فإن Zبما أن معاملات  -
  بطريقة   أو معدومة باعتبار أن النموذج عبارة عن تدنية سالبة الحل إلى غاية الحصول على معاملات 

   Max( Z)-   Min( Z) = 

ملاحظة :عند خروج المتغير الاصطناعي من الأساس يتم تشطيب عموده ولا يظهر في 
 الجدول الموالي كما يلي :

𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M -M -M 0 0 0 -400 -240 -200 ci 

9a 8a 7a 6
ex 5

ex 4
ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

3 2 2 6 2 2 6- 4 6 0 60 7a -M 

𝟏𝟒

𝟖
 2 6 2 2 6- 2 8 8 4 64 8a -M 

2 6 2 2 6- 2 2 8 4 0 66 9a -M 

 - M - M M- M M M -20 M M68- -8 M Zj = ∑Cj x = -42M  
0 0 0 - M - M - M -400+20 

M 
-240+18 

M 
-

200+8 
M 

jZ –j C = Z 

 تشكيل جدول السمبلكس الثاني -
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M -M 0 0 0 -400 -240 -200 ci 

9a 7a 6
ex 5

ex 4
ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

62 2 6 2 𝟏

𝟐
 -6 2 0 0 2 7a -M 

64- 2 2 2 −𝟏

𝟖
 2 6 6 𝟏

𝟐
 

𝟕

𝟒
 3X -400 

0 6 2 6- 6 2 2 -4 -2 0 9a -M 
 M- M- M −𝟑

𝟐
 M 
+22 

M -400 M 0 
-400 

M 0 
200- 

=x jC∑ =j Z 

2 2 M- 𝟑

𝟐
 M 
22- 

M - 2 662  
M0- 

 

M - 0  
  

jZ –j C = Z 

 المثال معطياتالمصدر: من إعداد الباحثة بناء على 
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 تشكيل جدول السمبلكس الثالث -
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M 0 0 0 -400 -240 -200 ci 

7a 6
ex 5

ex 4
ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

1 6 𝟏

𝟐
 2 6- 2 4 6 4 7a -M 

4 2 −𝟏

𝟖
 2 2 6 𝟏

𝟐
 

𝟏𝟑

𝟒
 0 3X -400 

−𝟏

𝟐
 2 6- 6 2 2 4- -0 0 5

ex 2 

 - M −𝟏

𝟐
M 

+50 

0 M -400 -4 M 
– 

200 

-M-
622 

=x jC∑ =j Z 

 0 𝟏

𝟐
M 

-50 

0 - M 0 4 M-
40 

M+50 jZ –j C = Z 

 المثال معطيات: من إعداد الباحثة بناء على المصدر
 تشكيل جدول السمبلكس الرابع -

 
0 0 0 -400 -240 -200 ci 

6
ex 5

ex 4
ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

𝟏

𝟖
 0 −𝟏

𝟒
- 0 1 𝟏

𝟒
 1 2X -240 

−𝟑

𝟏𝟔
 0 𝟏

𝟖
 1 0 𝟏

𝟖
 𝟑

𝟐
 3X -400 

−𝟏

𝟐
 1 -1 0 0 1- 6 5

ex 0 

45 0 10 -400 -240 -662 Zj = ∑Cj x=842-   
-45 0 -10 0 0 -92 jZ –j C = Z 

 المثال معطياتالمصدر: من إعداد الباحثة بناء على 
 1X  1=2X=  0    الحل الأمثل هو:

 

𝟑

𝟐
= X3 

Min ( Z)  = -Max ( -Z) = -)-843( = ) 843  (  
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 الحالات الخاصة في طريقة السمبلكسرابعا: 

 بعض هناك لكن وبنجاح، واسعة مجالات في تطبيقها ويمكن عامة الخطية البرمجة مشكلات نإ
 1:الحالات هذه ومن مراعاتها يجب الخاصة الحالات
 ( ؛الإحلالاد الأصل )سحالة ف

 (؛محدودة الغير الحلولحالة دالة الهدف غر منتهية )
 (؛ملائم حل وجود عدمحالة الحل المستحيل )

 (.المثلى الحلول تعدد)  المثلى الحلول حالةما لا نهاية من

 (الإحلالحالة فساد الأصل ) أولا :

 بطريقة السمبلكس النماذج أحد نحل عندما وتواجهنا العملية التطبيقات في الحدوث نادرة الحالة هذه
 bi  عمود في الصفر إلى تساوي  أكثر المتغيرات أو أحد قيمة أن الحل فنجد دورات أحد إلى ونصل
 تتحسن الهدف سوف دالة قيمة أن من ضمان يوجد يعني )لا هذا فإن الحالة هذه مثل تواجهنا وعندما
 الهدف(. دالة قيمة على تؤثر أن الدورات دون  من دوامة في ندخل وإنما استمرينا بالحل لو فيما

 في الدورات يستمر لا أي معينة( )مرحلة الإحلال وفساد الأصل وقتياً  هذا يكون  قد الأحيان بعض في
 إلى أن بالحل بالاستمرار إلا دائم أنه أم وقتي الانحلال هذا كان إذا فيما معرفة يمكن ولا اللاحقة،
 الرسم وكذلك يمكن بيانها في حالة حالة في بيانها يمكن الحالة وهذه .الأمثلية شروط تطبيق يستوفي

 الحالة باستخدام طريقة السمبلكس . لتوضيح التالي المثال يلي وفيماالسمبلكس 

 مثال :

المتخصصة بمجال التكنولوجيا الحيوية على تطوير لقاحين لعلاج  BioNTech عملت شركة بيونتيك
النتائج إيجابية خلال المرحلة الثالثة ، و ظهرت بالتعاون مع شركة فايزر الأمريكية  10-مرضى كوفيد

هذا ما دفع  مدير الانتاج إلى .الحاسمة من التجارب السريرية للتأكد من فاعلية اللقاح وسلامته
 صياغة البرنامج الخطي الذي يضمن تحقيق أعلى الايرادات من خلال الاستعانة بالجدول الموالي :

                                                           
(:مدخل الى بحوث العمليات ،دار مجدلاوي للنشر و التوزيع ، الطبعة الولى ، المملكة 7002حامد عد نور الشمرتي، علي خليل الزبيدي  ، )- 1 

   44-47الهاشمية الاردنية ، عمان ، ص 

https://www.dw.com/ar/الاتحاد-الأوروبي-يتوقع-البدء-في-التلقيح-ضد-كورونا-في-هذا-الموعد/a-55568013
https://www.dw.com/ar/الاتحاد-الأوروبي-يتوقع-البدء-في-التلقيح-ضد-كورونا-في-هذا-الموعد/a-55568013
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 البيان اللقاح الأول اللقاح الثاني الكمية المتاحة
 

 المواد الكيميائية
 المادة الأولى 2 8 16
 المادة الثانية 2 4 8
ون  18  ون  6   أسعار اللقاح 

 ملاحظة : و ن = وحدة نقدية

 صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يسمح بتعظيم الارباح. .6

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس . .0

 هذا المدير دقيق ام لا ، وضح ذلك ؟هل يعتبر النموذج الذي صاغة  .2

 

 

 

 

 الحل :

 صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يسمح بتعظيم الارباح. -6

Max )Z( = 6X1 + 68X2 

0X1 + 8X2  66 
0X1 + 4X2  8 
X1 , X2 0 

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس -0
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 ايجاد النموذج القياسي : -أ

 تحويل المتراجحات إلى معادلات 

Max )Z( = 6X1 + 68X2 + 2 xe
2   +    2xe

4 

0X1 + 8X2 +    xe
 2   =66             

0X1 + 4X2 +  xe
4 =         8      

X1 , X2 ,   x2 e, xe
4    

X1=2           xe
 2  =66 

                                 X2=  2          xe
4=8 

 اعداد جدول الحل الاساسي -ب

 إعداد جدول الحل الأساسي الأول
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 0 3 18 6 ci 

4
eX 3

eX 2X 1X bi vj Cj 
𝟏𝟔

𝟖
  =2 0 1 8 2 16 3

ex 0 
𝟖

𝟒
  =2 1 0 4 2 8 4

ex 0 
 0 0 0 0 =0x jC∑ =j Z 

0 0 18 6        jZ –j C = Z 
 

3من   كل أن نلاحظ أعلاه الجدول من
eX       4و

eX   1هما  متغيرات داخل  الأساس  وX،2X  

 الخارج   المتغير أما  2Xالداخل المتغير اختيار الأولى تم الدورة وفي للقيودهي متغيرات خارج الأساس 
3

ex 4يكون  أن ويمكن
eX   مبدئيا  الاختيار يكون  الحالة هذه مثل وفي متساوية كانت النسبة لأن 

 الحل   عمود في الصفر قيمة ملاحظة ويمكن الخارج لتحديد المتغير عشوائي
𝐛𝐢

𝑿𝒊
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 إعداد جدول الحل الأساسي الثاني
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 0 3 18 6 ci 

4
eX 3

eX 2X 1X bi vj Cj 
𝟖 0 𝟏

𝟖
 1 𝟐

𝟖
 2 2X 18 

3 1 𝟏 −

𝟐
 3 1 3 4

ex 0 

 3 𝟗

𝟒
 18 𝟑𝟔

𝟖
 Zj = ∑Cj x=  36  

 
3 𝟗 −

𝟒
 3 𝟑

𝟐
        jZ –j C = Z 

 

4فهو   الخارج المتغير أما  1Xكان الداخل الثانية المتغير الدورة في أما
ex   2لأن =bi بأصغر  والمتمثلة

𝐛𝐢الحل    عمود في الصفرية القيمة بقاء استمرار ونلاحظ ممكنة، قيمة

𝑿𝒊
كانت كما  الهدف دالة قيمة وأن  

 يلي 

Zj = ∑Cj x=  36  

 جدول الحل الأساسي الثالث إعداد

0 3 18 6 ci 
4

eX 3
eX 2X 1X bi vj Cj 

𝟏

𝟒
− 𝟏

𝟒
 1 3 2 2X 18 

1 𝟏 −

𝟐
 3 1 3 1X 6 

𝟑

𝟐
 𝟑

𝟐
 18 6 Zj = ∑Cj x=  36  

−
𝟑

𝟐
 𝟑

𝟐
− 3 3        jZ –j C = Z 

 .( سالبة وصفرية jZ –j Cوهو جدول الحل الأمثل لأن جميع معاملات صف )



 )حل البرنامج الخطي العام باستخدام طريقة السمبلكس)طريقة الجداول               الفصل الثالث         .
 

 

72 
 

ليس هناك فائدة في انتاج اللقاح بلاحظ أن لا يعتبر النموذج الذي صاغة هذا المدير دقيق حيث   -2

 علماً   = Z  36لم تتغير  نظرا للكميات المستهلكة لانتاجه و نظرا لسعره و أن قيمة دالة الهدف  1

 أدى إلى الثانية  الدورة في الهدف دالة في معاملات سالبة قيم وجود الأمثل لعدم الحل إلى التوصل بأن

  2Xو  1Xمن  كل أن يعني ، ما  الهدف قيمة دالة يغير لم والذي  أساسي كمتغير 1Xالمتغير دخول

 .) الانحلال( الأصلالقيم وهذا ما يدل على وجود حالة خاصة هي حالة فساد  نفس لهما

 (محدودة الغير حلولالر منتهية )يثانيا :حالة دالة الهدف غ

 غير الملائم الحل منطقة تكون عندما مقيد الغير بالحل أو  ر منتهيةيغالحالة دالة الهدف ب المقصود

 هو وكما الأمثل الحل إلى الوصول يمكن ولا نهاية لا ما إلى تزداد أن يمكن الهدف دالة قيمة فإن لذا محدد

 :التالي المثال في موضح

 مثال : 

 ممتازة للجلود في انتاج نوعين من حقائب اليد النسائية )حقيبة  valentinaترغب مديرة مصنع 

( بسعر منافس للانواع المماثلة في السوق ، وبعد دراسة جيدة لمراحل إنتاج هذه  عاديةوحقيبة 

المرور بمرحلتين ، حيث كان الوقت اللازم  الحقائب اتضح أن انتاج الحقيبة الواحدة من كل نوع يتطلب

 : كل مرحلة و الطاقة المتاحة و المتوفرة بالساعة موضحة في الجدول الموالي  لانتاج كل نوع في

        المنتجات

 الأقسام                       

 الطاقة المتوفرة عاديةالحقيبة ال الممتازةالحقيبة 

 سا  على الأقل 2 0 𝟏 مرحلة الخياطة

 سا  عى الأكثر 5 𝟏 𝟎 مرحلة التشطيب

  𝟏 2 الأسعار

 المطلوب :
 بتعظيم الأرباح + الذي يسمح بذلك البرمجةالخطية نموذج قم بصياغة و باعتبارك مديرا للانتاج  .6

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس . .0
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 هل النموذج الذي صاغه مدير الانتاج دقيق ؟ .2

 الحل :
 صياغة نموذج البرمجة الخطية   -6

 
Max )Z (= 2X1 + X2 
X1 0 
X2  2 
X1 , X2 0 

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس . -0
 ايجاد النموذج القياسي : -أ

 تحويل المتراجحات إلى معادلات 

Max )Z( = 0X1 + 6X2 + 2 xe
2   +    2xe 4 - M a5 

6X1 + 2X2     -xe  2  + a5 =  2 
2X1 + 6X2 +  xe

4 =        5 
X1 , X2 ,   x2 e, xe

4     0 

 اعداد جدول السمبلكس : -ب
 

 جدول الحل الأساسي الأول :
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M 0 2 1 2 ci 

5a 4
ex 3

eX 2X 1X bi vj Cj 

0 6 2 -6 2 6 0  5a -M 

4 2 2 6 2 6 2 حالة عدم تعيين
ex 2 

 M- 2 M 2 - M Zj = ∑Cj x = -0 M 
2 2 M- 6 + M0 jZ –j C = Z 
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 الثاني  :جدول الحل الأساسي 
 

𝐛𝐢

𝑿𝒊
 0 2 1 2 ci 

4
ex 3

eX 2X 1X bi vj Cj 

 2 -6 2 6 0 1X 0 

 6 2 6 2 2 4
ex 2 

 2 -0 2 2 Zj = ∑Cj x =4 
2 0 6 2 jZ –j C = Z 

 
 

3أن  وبما
eX  أكبر تقابل ( معامل موجب في صفjZ –j Cفبالتأكيد )  الداخل تغيرمال هو سيكون 

3عمود  تحت المعاملات كل لكن
eX  3أن  يعني هذا وصفرية سالبة هي

eX  محدود غير بشكل تزداد 

الهدف  دالة على تؤثر واحدة وحدة بمقدار زيادة الأخرى ، حيث أن أي على القيود التأثير وبدون 

3من   المالانهاية في زيادة أي أن يعني هذا الزيادة بنفس
eX إلى بالنسبة محددة غير زيادة إلى تؤدي 

Z ، للمتغير وجود لا لكن داخل متغير هناك أن نستنتج ومنها محدود حل لها ليس المسألة فأن لذا 

 الجدول حصيلة نفس على فنحصل 2Xالمتغير الثاني  إلى بالنسبة الحل حسنا وإن الخارج ، حتى

 الثاني 
النموذج الذي صاغه مدير الانتاج غير  دقيق لوجود حالة خاصة هي حالة دالة الهدف غير  -0

3منتهية حيث تحدد المتغير الذي يدخل للأساس وهو 
eX  غير أنّ جميع معاملات عمود الارتكاز

 سالبة و صفرية مما يعيق تحديد المتغير الخارج من الأساس .
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 (ملائم حل وجود عدمثالثا :حالة الحل المستحيل )

 مجال في تشارك القيود عدم أي موحدة حل منطقة تحدد لا قيودها التي المسائل في الحالة هذه تحدث

 النماذج هذه لمثل ملائم حل الوصول إلى يمكن ولا الحل فارغ مجال يكون  أن في بسبب وهذا الحل

الأمثل مع بقاء المتغير الرياضية ، ويمكن الكشف عن هذه الحالة حين يتم التوصل الى جدول الحل 

 . الاصطناعي في الاساس

 مثال : 

تنتج شركة الوفاء نوعين من المنتجات ، و يحتاج كل منتج إلى نوعين من المدخلات هي : مواد خام 
و يد عاملة ، ويوضح  الجدول الموالي احتياجات وحدة المنتج من مدخلات الانتاج و الانتاجية لكل 

 منها . مدخل و الربح المتوقع لكل

 المنتجات  1المنتج  2المنتج  كمية المدخلات المتاحة 
 المدخلات

 مواد خام 4 2 كحد أقصى  4
 يد عاملة  6 8 كحد أدنى  24
 الربح المتوقع  6 4 

 المطلوب :
 بتعظيم الأرباح + الذي يسمح بذلك البرمجةالخطية نموذج قم بصياغة و باعتبارك مديرا للانتاج  .6
 البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس .حل نموذج  .0
 وضح ذلك  ؟ هناك حالة خاصة هل  .2
 الحل :

 صياغة نموذج البرمجة الخطية -6
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Max )Z (= 6X1 + 4X2 
4X1 + 1X2  4 
6X1 + 8X2    04 
X1 , X2 0 

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس . -0
 ايجاد النموذج القياسي : -أ

 .المتراجحات إلى معادلاتتحويل 

 

Max )Z (= 6X1 + 4X2      +       2Xe
3 +2 xe

4   -  M a5 
4X1 + 1X2     +   Xe

3    = 4 
6X1 + 8X2   - xe

4   +     a5    = 04 
X1 , X2      , Xe

3    , xe
4    0 

 اعداد جدول السميلكس  –ب 

 جدول الحل الأساسي الأول :
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M 0 2 4 6 ci 

5a 4ex 3eX 2X 1X bi vj Cj 

2 2 2 6 0 4 4  3eX 2 

3 6 -6 2 8 6 04 5a -M 
 -M M 0 -8M - 6M Zj = ∑Cj x =-24M 

0 -M 0 4+8M 6+6M jZ –j C = Z 

 

2 X  سيدخل للأسا 
     3

eX  يخرج من الأساس 
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 جدول الحل الأساسي الثاني:
-M 0 2 4 6 ci 

5a 4ex 3eX 2X 1X bi vj Cj 

2 2 1

2
 6 0 0 2X 4 

6 6- 4- 2 62- 8 5a -M 
-M M 2+4M 4 8+10

M 
Zj = ∑Cj x =8-8M 

0 -M -2-4M 0 -2-
10M 

jZ –j C = Z 

 في الأساس  5aحيث توصلنا الى جدول الحل الأمثل مع بقاء المتغير الاصطناعي 

 

 (.المثلى الحلول تعدد)  المثلى الحلول رابعا : حالة ما لا نهاية من
 منطقة تحديد في يسهم المسألة الذي قيود وازية لأحدمالهدف  دالة معادلة تكون  عندما الحالة هذه تحدث

 أي الهدف، دالة بمعادلة مقارنة الارتفاع نفس لها الحل منطقة في قيمة من أكثر من ذلك الحل ويحصل

 تختلف المتغيرات لكن قيمة الهدف دالة قيمة نفس تعطي جميعها أمثل حل من أكثر هناك يكون  سوف

 .الحلول هذه من حل كل في

 مثال:

ثلاثة  تخطط شركة الشروق للإعلانات وضع برنامج للإعلان عن منتج جيد لأحد عملائها و أمام الشركة

،التلفزيون  و الجدول الموالي يوضح المجلات ، الاذاعة  ووسائل  للإعلان عن المنتج هي : الصّحف 

تكلفة الاعلان الواحد في كل وسيلة من هذه الوسائل و عدد الاشخاص ) بالمليون  ( الذين يصلهم 

 عام  (  شهريا   22الاعلان الواحد )تحت و فوق 
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المليون تكلفة الاعلان ب 
 ينار جزائري د

عدد الاشخاص  تحت 
 عاما  22سن 

عدد الاشخاص  فوق 
 عاما 22سن 

 6 2 0 الصحف والمجلات
 2 4 6 الاذاعة

 0 6 4 التلفزيون 
 وتهدف الشركة الى تحقيق الاهداف التالية :

  عاما الذين يصلهم الاعلان عن المنتج في الشهر عن   22أن  يقل عدد الاشخاص تحت
 .مليون شحص 2622

  0622عاما الذين يصلهم الاعلان عن المنتج في الشهر عن  22فوق لايزيد عدد الاشخاص 
 .مليون شخص 

 دينار جزائري  مليون  222الاعلان عبر الصحف و المجلات لا يقل عن  تكلفة. 
  مليون دينار جزائري  422تكلفة الاعلان عبر الاذاعة  لا يقل عن. 

 المطلوب :

و حله باستخدام طريقة  لهذه الشركة بتفليل نكاليفها صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يسمح  .6

 . السمبلكس

 هل هناك حالة خاصة وضح ذلك ؟  .0

 الحل :  

 المتغيرات القرارية 

 X1عدد مرات الاعلان بالصحف و المجلات في الشهر هو  -

 X2عدد مرات الاعلان بالاذاعة  في الشهر هو  -

 X 3عدد مرات الاعلان بالتليفزيون  في الشهر هو  -

 صياغة نموذج البرمجة الخطية وحله باستخدام طريقة السمبلكس  -0
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Min Z = 1X1 + 6X2  + 4X3     الهدف دالة  

subject to: 

3X1 + 4X2 + X3    3611 

0X1 + 3X2+1 X3    1011 

X1                         500 

X1                         400 

 

X1 , X2 ,X30 
 

 حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس . -1-1
 ايجاد النموذج القياسي : 6-6-6

 تحويل المتراجحات إلى معادلات 

 Min )Z (= 1X1 + 6X2  + 4X3     + 2 xe
4   +  2xe

2   +  2xe
6+  2xe

7+Ma8+Ma9+Ma10 

3X1 + 4X2 + X3  + xe
4                =    3611 

0X1 + 3X2+1 X3 -    xe
5    + a8           =    1011 

X1      -       xe
6        +   a9                =            500 

X1                  -      xe
7    +a10400 

 

X1 , X2   , x2    , xe
4     , xe

5   ,     xe
6  ,    xe

7   ,  a8 , a9  , a10    0 

 

Min )Z(=   -  MAX) Z(      = - 1 X1 - 6X2  - 4X3     - 2 xe
4   -  2xe

2   -  2xe
6-  2xe

7- 

Ma8-  Ma9-  Ma10 

 
 اعداد جدول السميلكس  – 2-1-1
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 جدول الحل الأساسي الأول :
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M -M -M 0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 

1a
    0 

9a 8a 7ex 6ex 5ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

900 0 0 0 0 0 0 1 1 4 3 3600 4ex 2 

700 0 0 1 0 0 -1 0 2 3 1 2100 8a -M 
X 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 1 500 9a -M 

400 1 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 400 1a

0 
-M 

 -M -M -M M M M 0 -2 M -4 
M 

-2 
M 

Zj = ∑Cj x =-3000 
M 

 0 0 0 - 
M 

- 
M 

- 
M 

0 -4+2 
M 

-
6+
4 
M 

-
2+2 
M 

jZ –j C = Z 

 

 6عنصر الارتكاز هو 
 2X  يدخل للأساس 

     10a  10بما أن المتغير و   يخرج من الأساسa     خرج من الأساس يتم تشطيب  عموده  ولا يظهر في

 الجدول الموالي 

 جدول الحل الأساسي الثاني:
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M -M 0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 

9a 8a 7ex 6ex 5ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

500 0 0 4 0 0 1 1 0 3 0222 4ex 0 

300 0 1 3 0 -1 0 2 0 1 922 8a -M 
X 1 0 0 -1 0 0 0 0 1 222 9a -M 
X 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 422 2X 6- 
 -M -M 6-

3M 
M M 0 -2M -6 -2 M Zj = ∑Cj x = -0422-

1400M 
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 0 0 -
6+3
M 

-M -M 0 -
4+2M 

0 -
2+2M 

jZ –j C = Z 

 3الارتكاز هو  عنصر
7ex  8               يدخل للأساسa  يخرج من الأساس 

 ل الأساسي الثالث لحجدول ا
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M 0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 

9a 7
ex 6

ex 5
ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

480 0 0 0 4

3
 1 −5

3
 0 5

3
 800 4

ex 2 

900 0 1 0 −
1

3
 0 2

3
 0 1

3
 300 7ex 2 

500 1 0 -1 0 0 0 0 1 500 9a -M 
2100 0 0 0 −

1

3
 0 2

3
 1 1

3
 700 2X 6- 

 0 0 M 2 0 -4 6- - 
M-2 

Zj = ∑Cj x =-222M-
4022 

 0 0 - 
M 

-2 0 0 0 M jZ –j C = Z 

5 عنصر الارتكاز هو

3
 

1X  4              يدخل للأساس
ex  يخرج من الأساس 
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 جدول الحل الأساسي الرابع :
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 -M 0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 

9a 7
ex 6

ex 5
ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

X 0 0 0 4

5
 3

5
 1- 0 1 480 1X -2 

140 0 1 0 −3

5
 −1

5
 1 0 0 140 7ex 2 

20 1 0 1- −4

5
 −3

5
 1 0 0 20 9a -M 

540 0 0 0 −3

5
 −1

5
 1 1 0 540 2X 6- 

    2+ 
4

5
 M 

3

5
M -4- 

M 
-6 -2 Zj = ∑Cj x =-4200-

20M 
 0 0 M- -2 

−4M

5
 

−3

5
M M 0 0 jZ –j C = Z 

 1 عنصر الارتكاز هو

3X  9               يدخل للأساسa يخرج من الأساس 
 خرج من الأساس يتم تشطيب  عموده  ولا يظهر في الجدول الموالي 9aو بما أن المتغير 

 S1  جدول الحل الاساسي الخامس:
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 

7
ex 6

ex 5
ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

X 0 -1 0 0 0 0 1 500 1X -2 

300 1 1 1

5
 2

5
 0 0 0 120 7ex 2 

X 0 -1 4 −

5
 −3

5
 1 0 0 20 3X -4 

1300 0 1 1

5
 2

5
 0 1 0 520 2X -6 

 0 0 2 0 -4 -6 -2 Zj = ∑Cj x =4200 
 0 0 -2 0 0 0 0 jZ –j C = Z 
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أن  جدول الحل الأمثل مع وجود حالة خاصة هي حالة مالا نهاية من الحلول المثلى حيث إلىتوصلنا 
)متغيرين خارج الأساس ( معدومين و للبحث عن الحلول    6exو  4exلللمتغيرين    JZ-JCمعاملي 

6أو    4exالمثلى الأخرى نحسب الحل الأساسي السادس بادخال احدى المتغيرين 
ex  . في الأساس  

  S2  السادس: الأساسيجدول الحل 

0 0 0 0 -4 -6 -2 ci 
7

ex 6
ex 5

ex 4ex 3X 2X 1X bi vj Cj 

0 1- 0 0 0 0 1 500 1X -2 

5

2
 5

2
 1

2
 1 0 0 0 300 4ex 2 

3

2
 1

2
 

1

2
 -  0 1 0 0 200 3X -4 

1- 0 0 0 0 1 0 400 2X -6 
0 0 2 0 -4 -6 -2 Zj = ∑Cj x =4200 
2 2 0- 2 2 2 2 jZ –j C = Z 

 مايلي : يمكن ايجاد باقي الحلول المثلى من خلال 

𝛌S1+(1- 𝛌) S2 

(  مثلا  إذا   Z = 4022يقابلها حل أمثل )  6و  2بين  𝛌 لكل قيمة     𝛌  0  1:    حيث 
 نجد : 𝛌  =2.2اخترنا 

=0.5 𝛌S3     S2 S1 
500 500 500 1X 
460 400 520 2X 
110 200 20 3X 
150 300 0 4eX 

0 0 0 5eX 
0 0 0 6eX 

60 0 120 7eX 
4200 4200 4200 Z 
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 ( المسألة المعكوسة )النموذج المقابل  :رابعالفصل ال
 تمهيد:

والتي تعرف بتحوير نموذج  لمسائل البرمجة الخطية الثنائية من الظواهر المهمة المصاحبة
النموذج الثنائي بسهولة حله عند حصول أي تغير  البرمجة الخطية الأولى إلى النموذج الثنائية. ويختص

في معاملات وإتاحة المتغيرات في النموذج الأولي بعد صياغته وحله، وتستخدم هذه الخاصية في تسهيل 
 (.Sensitivity Analysisظاهرة الحساسية لنموذج البرمجة الخطية )

 تعريف النموذج الثنائي ) المقابل(أولا :
ي بأنه النموذج المائل للنموذج الأولي لصياغة مسائل البرمجة الخطية. ويرمز يعرف النموذج الثنائ

النموذج الثنائي الكثير من المعلومات التي يمكن أن تفيد إدارة العمليات الصناعية في سهولة اتخاذ 
ت القرارات، بالإضافة إلى تقليل العمليات الحسابية التي أصبحت سهلة بواسطة الحاسوب وتحتاج إلى وق

يقترن أي نموذج أصلي حيث  أقل في حالة توفر عدد كبير من القيود والمتغيرات عنها في النموذج الأول.
(Primal( عادة بنموذج آخر يطلق عليه النموذج المرافق )Dual)1.( )المقابل/الثنائي 

 أهمية النموذج الثنائي :ثانيا:

 :يليتتمثل أهمية الثنائية في مسائل البرمجة الخطية فيما 

  حل مشكلة البرمجة الخطية ومن خلال المشكلة الثنائية ) النموذج المقابل ( قد يكون اسهل من

حلها من خلال المشكلة الاولية )عندما يكون من الممكن اختصار عدد القيود في المشكلة 

 ( ؛الثنائية

  ) الطرف الايمن  ثر التغيرات في معاملات دالة الهدف وثوابتأيعيد النموذج الثنائي) المقابل

 ؛ومعرفة المجال الذي تتحقق فيه نتائج الحل الامثل

                                                           

عمان، الأردن، الطبعة الأولى، ص دار وائل للنشر،  ،-مدخل علمي لاتخاذ القرارات-بحوث العمليات:  (0229)  منعم زمزير الموسوي،- 1 
620. 
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  بعاد أيعطي النموذج الثنائي ) المقابل ( كثيرا من الحقائق الاقتصادية التي تساعد على تفهم

 ؛المشكلة وبخاصة فيما يتعلق بأسعار الظل

 الجهد الحسابي المطلوب في تحليل مسألة البرمجة الخطية التي تحتوي على عدد كبير  تقليص

 ؛له فوائد كبيرة في استخدامات وتطبيقات متعددة من القيود وهذا

  تشير الثنائية في البرمجة الخطية إلى إن كل برنامج خطي مكافئ إلى مباراة بين شخصين ذات

 طريقة البرمجة الخطية ونظرية المباراة ؛ مجموع صفري وهذا يؤكد وجود علاقة بين

  بإمكان الحصول على الحل الأمثل للمسألة الثنائية من جدول الحل الأمثل الأولية مباشرة والعكس

صحيح ولعل من المفيد اختيار المسألة التي تحتوي عدد قليل من القيود والتي تعتبر ملائمة أكثر 

 الجاهزة في الكومبيوتر؛للحسابات التكرارية أو بالنسبة للبرامج 

  إذا كان ألحد متغيرات النموذج الأول قيمة سالبة فتن حل النموذج هذا غير ممكن بينما في حالة

 قيمة سالبة . ي النموذج المقابل يمكن إيجاد حل للمشكلة عند وجود متغير ذ

 ( لتكوين المشكلة الثنائية )النموذج الثنائي المقابل ةلخطوات العاماثالثا: 

   ؛ متغير بديل غير سالب لكل قيد من قيود المشكلة الاوليةيتمّ تحديد 

 ؛معاملات دالة الهدف في المشكلة الاولية تصبح ثوابت الطرف الايمن لقيود المسالة الثنائية 

 ؛ثوابت الطرف الايمن في المشكلة الاولية تصبح معاملات دالة الهدف في المشكلة الثنائية

 تغيير ترميز المتغيرات ( من النموذج الأصلي إلى النموذج المقابلnx…1x  تصبحny…1y و .)

 ؛بناء على ذلك يصبح عدد متغيرات النموذج الثنائي مساويا لعدد قيود البرنامج الأولي
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  تعكس اتجاه القيود في المشكلة الثنائية الى الاتجاه الاخر عندما كانت عليه القيود في المشكلة

تعكس في المسالة  فإنهافاذا كانت القيود مثلا من نوع اكبر او يساوي في المشكلة الاولية ية الاول

 ؛ قل او يساوي والعكس صحيحأالثنائية الى 

  كانت تعظيم فإذايعكس اتجاه دالة الهدف Max  دالة الهدف في احد النموذجين فيقلب الى

 كما يلي : تصغير في النموذج الاخر او بالعكس

 

 

القواعد الأساسية لتشكيل النموذج الثنائي: رابعا :  

 ( (Dual)المقابل(   النموذج  ((Primal)الاولي(    الأصلي النموذج
 

 الهدف دالة الهدف دالة
Max Z Min W 
Min Z Max W 
 الهدف دالة معاملات للقيود (الثاني) الأيمن الطرف

 للقيود )الثاني( الأيمن الطرف الهدف دالة معاملات
 القيود المتغيرات

 القيود عدد المتغيرات عدد
xj ≥ 0   القيدj  ( يساوي  أو اكبر الشكل من متراجحة   ≥) 
xj ≤ 0   القيدj  (≥   يساوي  أو اقل الشكل )من متراجحة 

   xj القيد   الإشارة محدد غير j (   الشكل   من معادلة =  ) 
 المتغيرات  القيود
 المتغيرات عدد القيود عدد

 الإشارة محدد غير  Yi (  = الشكل   من )   معادلة i القيد 

  Min )W (=b’y 

s/c    A’y ≥ C 

         y ≥ 0 

 

 

Max )Z (=C’x 

s/c    Ax ≤ b 

         x ≥ 0 
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 yi ≥ 0 (≥   يساوي  أو اقل الشكل متراجحة )من i القيد 

 yi ≤ 0 (≤   يساوي  أو اكبر الشكل من متراجحة ) i القيد 

( ≤   يساوي  أو اكبر الشكل من متراجحة ) i القيد 
 (  ≥يساوي   أو اقل تصبح (   (- 1  في بالضرب

yi ≥ 0 

 

 : أعلاه الجدول معايير حسب المرافق البرنامج إلى الأصلي البرنامج تحويل حول أمثلة

  (≥   يساوي  أو اقل الشكل) من و جميع القيود  Max Zحالة دالة الهدف   : 31مثال 

يكن نموذج البرمجة الخطية التالي:ل   

Max Z = 400 x1+200 x2 +800 x3   

      Soumise aux contraintes                     

       2x1+2x2 +4x3  ≤ 0000 

       6x1+6x2+6 x3 ≤ 4200 

      4x1+2x2 +2  x3  ≤ 6222   

      7 x1+8 x2+0 x3 ≤ 6500 

            x1, x2, x3 ≥  0 

أنواع من المنتجات، تعتمد المؤسسة في إنتاج  2متغيرات و التي تمثل  2نلاحظ أن النموذج يحتوي على 
موارد متاحة، حيث أنها تسعى من خلال هذه العملية إلى تعظيم الأرباح المترتبة  4هذه المنتجات على 

ات إلى تدنية تكاليف شرائها مع تحفيز عن بيع هذه المنتجات، في المقابل سيسعى مشتري هذه المنتج
 صاحب المؤسسة على البيع، فتصبح دالة الهدف الخاصة بهذا المشتري من نوع تدنية:

Min W = 0002 y1+4200 y2 +6000 y3 +6500 y4  

 ( أسعار المواد الأولية.y3 , y2 , y1y ,4حيث تمثل )

 أما القيود فتصبح من الشكل :
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2 y1+6 y2 +4 y3+7y4  ≥ 400 

2y1+6y2 +2y3+ 8y4  ≥ 200 

4y1+6y2 +2y3  + 0y4  ≥  800  

 و عليه فإن النموذج الثنائي أو المقابل للنموذج الأولي أعلاه يكون من الشكل:

Min W = 0002 y1+4200 y2 +6000 y3 +6500 y4  

2 y1+6 y2 +4 y3+7y4  ≥ 400 

2y1+6y2 +2y3+ 8y4  ≥ 200 

4y1+6y2 +2y3  + 0y4  ≥  800  

   y1, y2, y3 , y4 ≥  0 

 ≤بإشارة  أكبر أو يساوي  iظهور القيد مع   Max Zحالة دالة الهدف   : 02مثال 

 يكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:ل

Max Z = 62 x1+02 x2 +22x3 

Soumise aux contraintes 

4x1+0x2 +2x3 ≤ 000 

0x1+2x2 +0x3 ≥ 220 

x1, x2, x3 ≥  0 

ى متراجحة من أن القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه، لذا وجب تحويله إليلاحظ   
(، فيصبح:6-الشكل أقل أو تساوي بضرب طرفيها في القيمة )  

-0x1-2x2 -0x3 ≤ - 220 
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 و عليه يصبح النموذج الثنائي كالتالي:

Min W = 000 y1-220 y2  

Soumise aux contraintes  

4y1 - 0y2  ≥ 62 

0y1 - 2y 2  ≥ 02 

2y1 - 0y 2  ≥ 22 

       y1, y2, y3 ≥0 

 = تساوي  بإشارة   iظهور القيد مع   Max Zحالة دالة الهدف   :33مثال 

ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:   

 

Max Z = 080 x1+ 420 x2  

Soumise aux contraintes 

62x1 + 62x2  ≤ 642 

 62x1 +  02x2  = 650 

       x1  ,  x2   , x3 ≥0 

يلاحظ أن القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه كونه مكتوبا في صورة معادلة، لذا   
 وجب تحويله إلى متراجحتين إحداهما أقل أو تساوي و الأخرى أكبر أو تساوي، فيصبح  :

62x1 + 02x2  ≤ 620 

 62x1 + 02x2  ≥620 
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قبل الانتقال الى النموذج المقابل لابد من التأكد من أنّ جميع إشارات  القيود تحقق شرط الشكل 
النموذجي و  بما أن المتراجحة الثانية تحقق هي الأخرى شرط الشكل النموذجي لنموذج التعظيم فيجب 

 ( لتصبح من الشكل :       6-هي الأخرى تعديلها و ذلك بضرب طرفيها في )

-62x1 –  02x2  ≤ -650 

 على ذلك يصبح الشكل النموذجي للنموذج الأولي كما يلي: او بناء

Max Z = 080 x1+ 420 x2 

Soumise aux contraintes 

62x1 + 62x2  ≤ 642 

62x1 + 02x2  ≤ 620 

-62x1 - 02x2  ≤ -650 

  x1, x2,. x3 ≥0 

و عليه يمكن استنتاج النموذج الثنائي للنموذج أعلاه، فيكون كما يلي:    

 

Min W = 642 y1 + 622  y′2 - 622 y″2 

Soumise aux contraintes 

 62y1+ 62 y′2 - 62y″2   ≥ 082 

 62y1+ 02 y′2 -02 y″2  ≥ 420 

y1, y′2, y″2 ≥0 
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Min W = 642 y1   +    622  (y′2 - y″2) 

Soumise aux contraintes 

62y1+ 62(y′2 - y″2)≥ 082 

62y1+ 02(y′2 - y″2)≥ 420 

y1, y′2, y″2 ≥0 

متغيرات في حين أنه من المفروض وجود متغيرتين فقط  2يلاحظ أن النموذج المقابل يحتوي على  ما
باعتبار أن النموذج الأصلي يحتوي على قيدين فقط، لذلك وجب علينا تعديل البرنامج المرافق و ذلك 

 بـوضع:

2= y2″y - 2′y 

 فيصبح الشكل النهائي للنموذج المرافق كما يلي: 

Min W = 642 y1   +    622  y2  

Soumise aux contraintes 

62y1+ 62 y2≥ 082 

62y1+ 02y2≥ 420 

y1≥0, y2  R 

 و وفقا لذلك قد تكون:

0˃2 y        :2    إذا كانت″y ˃2 ′y 

0˂2 y        :2    إذا كانت″y ˂2 ′y 

y2 =0        :إذا كانت          y′2 = y″    
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  R)      j(xرة  غير محددة الاشا   jمتغيرة  ظهورمع   Max Zحالة دالة الهدف   :34مثال 

 ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:

Max Z = 6 x1+ 3 x2  

Soumise aux contraintes 

4x1 + 0x2  ≤ 022 

4x1 + 3x2  ≤ 222 

2x1 + 6x2  ≤ 422 

x1 R, x2 , x3 ≥0 

يلاحظ من النموذج أعلاه أنه ليس في شكله النموذجي باعتبار أن المتغيرة الأولى غير محددة الإشارة  ما
 (، ليصبح كما يلي:  x - 1′x=  1x″1   (ن    يض المتغيرة الأولى بفرق متغيرتيلذا وجب تعديله، بتعو 

Max Z = 6 (x′1 - x″1)+ 3 x2  

Soumise aux contraintes 

4(x′1 - x″1) + 0x2  ≤ 022 

4(x′1 - x″1) + 3x2  ≤ 222 

2(x′1 - x″1) +6x2  ≤ 422 

       x′1,  x″1, x2, x3 ≥0 
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Max Z = 6 x′1 –  6x″1+ 3 x2  

Soumise aux contraintes 

4x′1 –  4x″1 + 0x2  ≤ 022 

4x′1 -4 x″1 + 3x2  ≤ 222 

2x′1 -3 x″1 +6x2  ≤ 422 

       x′1,  x″1, x2, x3 ≥0 

 و عليه يصبح شكل النموذج الثنائي للنموذج الأولي أعلاه كما يلي:

 

Min W = 022 y1 + 222y2+ 422'y2  

Soumise aux contraintes 

4y1 + 4y2 + 2y3  ≥ 6 

-4y1 – 4y2 – 2y3  ≥ -6 

0y1 + 3y2 +6y3  ≥ 3 

   y1, y2, y3 ≥0 

 ملاحظة:

لنموذج الأولي يجب أن تكون مساوية لعدد قيود ا سبق و أن تمت الإشارة إلى أن عدد متغيرات النموذج

(، و ذلك 6-ي )المرافق، و هذا ما لا يحققه النموذج أعلاه، لذا وجب علينا تعديله بضرب القيد الثاني ف

ثنائي كما يلي:بغية كتابة القيدين الأول و الثاني في شكل مساواة، فيصبح الشكل النهائي للنموذج ال  
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Min W = 022 y1 + 222y2+ 422'y2  

Soumise aux contraintes 

4y1 + 4y2 + 2y3  ≥ 6 

4y1 + 4y2 + 2y3≤ 6 

0y1 + 3y2 +6y3  ≥ 3 

   y1, y2, y3 ≥0 

 وعليه يصبح النموذج المقابل كما يلي :

Min W = 022 y1 + 222y2+ 422'y2  

Soumise aux contraintes 

4y1 + 4y2 + 2y3= 6 

0y1 + 3y2 +6y3  ≥ 3 

   y1, y2, y3 ≥0 

 ملاحظة :

(، Maxفي نموذج التعظيم الأولي )  R) Î  i(yغير محددة الإشارة      jوعليه فإن ظهور المتغيرة رقم 
  .في نموذج التدنية الثنائي )=(فيظهر بالإشارة  jيؤثر على القيد رقم 
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 :(j x≥  (0أقل أو تساوي  jجود متغيرة مع    Max  (Z)حالة دالة الهدف   :35مثال 

 ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:

Max Z =  42x1+ 42 x2 + 62 x2 

Soumise aux contraintes 

4x1+ 6 x2 + 0 x2 ≤ 22 

0x1 + 0x2 + 7 x2 ≤ 40 

9x1 +8x2 + 2 x2 ≤ 62 
    x1≤0, x2, x3 ≥0 

أن النموذج أعلاه غير مكتوب في شكله النموذجي باعتبار أن المتغيرة الأولى أقل أو تساوي  يلاحظ
 فيصبح الشكل النموذجي كما يلي: x -=  1x′1الصفر،   و لذلك وجب تعديل النموذج بحيث نضع: 

Max Z = -42 x′1+ 42 x2 + 62 x2 

Soumise aux contraintes 

-4 x′1+ 6 x2 + 0 x2 ≤ 22 

-0 x′1 + 0x2 + 7 x2 ≤ 40 

-9 x′1 +8x2 + 2 x2 ≤ 62 

  x′1, x2 ,x3 ≥0 
 و بناء عليه يصبح شكل النموذج الثنائي كما يلي:
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Min W = 22 y1+ 40 y2 + 62 y2 

Soumise aux contraintes 

-4y1 - 0y2 - 9y2  ≥ -45 
6y1 + 0y2 + 8y2  ≥ 42 
0y1 + 7y2 +2 y2  ≥ 62 
y1, y2, y3 ≥0 

 يصبح النموذج المقابل للنموذج الاولي كما يلي :وعليه 

Min W = 22y1+ 40 y2 + 62 y2 

Soumise aux contraintes 

4y1 + 0y2 + 9y2  ≤ 45 

6y1 + 0y2 + 8y2  ≥ 42 

0y1 + 7y2 + 2y2  ≥ 62 

y1, y2, y3 ≥0 

 (≤   يساوي  أو الشكل)اكبر من و جميع القيود Min (Z)حالة دالة الهدف  :  36مثال 

 :التالي الخطي البرنامج لدينا ليكن
 

Min Z = 2x1 + 3 x2 

x1 ≥ 151 

3x1 + 4x2 ≥ 451 

4 x1 + 3x2 ≤ 850 

0 ≥ 2, x1x 

 :وعليه يكون النموذج المقابل كما يلي 
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Max Z = 022x1+ 422 x2 + 822 x2 

Soumise aux contraintes 

6y1 + 2y2 + 4y3≤ 0 

4y2 + 2y3≤ 2 

y1, y2 , y3 ≥0 

معرفة أو قراءة  الحل الأمثل الثنائي  من جدول الحل الأمثل الأولي  و بالعكس كيفية -5  

 
 i)   معامل المتغير الراكد       

ex+( القيمة المثلى للمتغير الثنائي                     ف    من ص  (Yi)  كان القيد  إذا إ  

      ( (Z   نوع أقل ويساوين الم               =                                  الأمثلفي جدول الحل             
 

 i) معامل المتغير الراكد (-)     
ex -)     القيمة المثلى للمتغير الثنائي                     من صف  (Yi)  كان القيد  إذا إ  

               ((Z  كان القيد من نوع أكبر ويساوي           =                       في جدول الحل الأمثل                                     
 

  ف من ص (ai) معامل المتغير الراكد                

  (M) ±            ((Z  في جدول الحل الأمثل                = 
  
 
   (M) ±               الراكدمعامل المتغير (ai) القيمة المثلى للمتغير الثنائي                             ف من ص ( (Yi    إذا 

                ((Z  كان القيد من نوع مساواة                       =                       في جدول الحل الأمثل 

   
 Min إذا كانت الدالة من نوع   + M)إضافة )  وكذلك  Max إذا كانت الدالة من نوع-M)يتم إضافة ) 

وتعرف القمة المثلى الثنائية أو ما تسمى بأسعار الظل بأنها مقدار الزيادة أو النقصان في  دالة الهدف 

نتيجة زيادة أو نقصان في الكميات المتاحة من ذلك المورد النادر بمقدار وحدة واحدة .وعند زيادة الكمية 
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ين بمقدار وحدة واحدة سوف يترتب على ذلك زيادة الربح المتحقق بمقدار معين ، المتاحة من مورد مع

ويطلق على هذه الزيادة في الربح والحاصلة نتيجة الحصول على وحدة واحدة إضافية من تلك الموارد 

 .)سعر الظل)بمصطلح 

 لتالي :: إذا كان لديك نموذج البرمجة الخطية ا01مثال

Max Z = 042x1+ 022 x2  

Soumise aux contraintes 

4x1+ 4 x2 ≤ 66 

62x1 + 6x2 ≤ 20 

x1, x2, ≥0 

 المطلوب :

 .وجد الحل الأمثل الثنائي من جدول الحل الأمثل الأوليأ .6
 الحل :

 .الحل الأمثل الثنائي من جدول الحل الأمثل الأولي إيجاد 1-
 :وكالاتيالثنائي  الأمثلومن بعدها يتم إيجاد الحل  الأولي الأمثليتم إيجاد جدول الحل 

 إيجاد النموذج القياسي )تحويل المتراجحات إلى معادلات ( -أ
Max Z = 042x1+ 022 x2 + 0  𝑋e3   + 0𝑋e4 

4x1+ 4 x2  + 𝑋e3  =66 

62x1 + 6x2   +      𝑋e4= 20 

x1, x2 ,    𝑋e3  ,  𝑋e4   , ≥0 

 جدول السمبلكس اعداد-ب

 جدول الحل الأساسي الأول:
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𝑏𝑖

𝑋𝑖
 0 2 022 042 Ci 

𝑋4
𝑒 𝑋3

𝑒 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

4 2 1 4 4 66 𝑋3
𝑒 0 

2 6 2 6 62 22 𝑋4
𝑒 0 

 0 0 0 0 2=𝑍𝑖 

0 2 022 042 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

𝑋1 يدخل للأساس 

  𝑋4
𝑒  يخرج من الأساس 

 جدول الحل الأساسي الثاني:
𝑏𝑖

𝑋𝑖
 0 2 022 042 Ci 

𝑋4
𝑒 𝑋3

𝑒 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

20

8
 =0.2 2 −

5
 6 8

5
 2 4 𝑋3

𝑒 0 

2 1

10
 2 3

5
 6 2 𝑋1 042 

 04 0 644 042 2=𝑍𝑖 

04- 2 26 2 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

  
 𝑋2  يدخل للأساس 
 𝑋3

𝑒 ييخرج من الأساس 
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 جدول الحل الأساسي الثالث:
0 2 022 042 Ci 

𝑋4
𝑒 𝑋3

𝑒 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

−2

8
 5

8
 6 2 20

8
 𝑋2 022 

1

4
 −3

8
 2 6 3

2
 𝑋1 042 

62 22 022 042 862=𝑍𝑖 

62- 22- 2 2 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

 وهو جدول الجل الأمثل حيث :
 الحل الأمثل للنموذج الثنائي الموافق للنموذج الأولي أعلاه هو التالي:

، و iSلمتغيرة الفجوة  jZهي  iy بما أن النموذج الأولي على شكله النموذجي فإن: متغيرات القرار: -أ
 عليه:

𝟑

𝟐
      =𝑿𝟏        𝑿𝟐 =

𝟐𝟎

𝟖
        35=1y             = 10,   2,   y  863=𝒁𝒊        

  jZ  – j(C -=  ik(فإن: (Maxبما أن النموذج من الشكل ) متغيرات الفجوة: -ب

= 02= 0,   k1k 
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 ليكن النموذج الأولي التالي :32مثال 
 

Max Z = 120x1+ 122 x2                 النموذج الأولي           

Soumise aux contraintes 

2x1+ 2 x2 ≤ 8 

5x1 + 3x2 ≤ 15 

x1, x2, ≥0 

 المطلوب

 .صغ النموذج المقابل .6
 .الحل الأمثل الأولي من جدول الحل الأمثل الثنائي إيجاد  .0

 الحل :   

Min W = 8 y1+ 62 y2          ) النموذج الثنائي) المقابل 

Soumise aux contraintes 

0y1 + 2y2 ≥ 602 
0y1 + 2y2 ≥ 622 
y1, y2   .y3  . y4  .    a5 . a6.   ≥0 

 إيجاد النموذج القياسي )تحويل المتراجحات إلى معادلات ( -أ
 Min W = 66 y1+ 20 y2 + 0  ye

3  + 0  ye
4 +  M a5   +Ma6 

0y1 + 2y2 -  ye
3 y3     +  a5              = 122 

0y1 + 2y2 – ye
4     +     a6         = 122 

y1, y2   . ye
3 ,  ye

4        ≥0 
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 جدول السمبلكس اعداد-ب
 جدول الحل الأساسي الأول :

𝐛𝐢

𝑿𝒊
 M- M- 0 0 15- 8- ci 

6a 5a 4y 3y 2y 1y bi vj Cj 

24 0 1 0 1- 5 2 602 5a M- 

22 1 0 -1 0 3 2 622 6a M- 
 M- M- M M M8- 4 M- Zj = ∑Cj x =-220 M 
 0 0 M- M- -15+8 M 8+4 M- jZ –j C = Z 

2Y  يدخل للأساس 
5a    سالأسايخرج من 

 جدول الحل الأساسي الثاني 
𝐛𝐢

𝑿𝒊
 M- M- 0 0 15- 8- ci 

6a 5a 4y 3y 2y 1y bi vj Cj 

60 0 1

5
 0 −1

5
 1 2

5
 24 2y 15- 

35 1 −3

5
 -1 3

5
 0 4

5
 28 6a M- 

 M-  M  15- −
4

5
𝑀-
6 

Zj = ∑Cj x =-28 M-360 

 0 −8

5
M

+ 3 
-M 3

5
M-
3 

0 4

5
𝑀

− 2 
jZ –j C = Z 

1Y  يدخل للأساس 
6a    سالأسايخرج من 
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 جدول الحل الأساسي الثالث 
M- M- 0 0 15- 8- ci 
6a 5a 4y 3y 2y 1y bi vj Cj 

−1

2
 1

2
 1

2
 −1

2
 1 0 62 2y 15- 

5

4
 −3

4
 −

5

4
 3

4
 0 1 35 1y 8- 

−
5

2
 - 3

2
 5

2
 3

2
 15- 8- Zj = ∑Cj x =-422 

5

2
 -  M 3

2
  -  M −

5

2
 −

3

2
 0 2 jZ –j C = Z 

 يلي : يكون كما   وعليه فان الحل الأمثل الثنائي وهو جدول الحل الأمثل 
𝟑

𝟐
      =𝑿𝟏        𝑿𝟐 =

𝟓

𝟐
        = 10,   2,   y  35=1y           433=𝒁𝒊       حيث 

 

Max (Z) -  = ) Min (W     
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 (Sensitivity Analysis) تحليل الحساسية: خامسالفصل ال

 تمهيد:

معاملات البرمجة الخطية لحل مختلف المشاكل الإدارية والإنتاجية تأخذ  نمودجعند استخدام 

على إنها قيم ثابتة، ولكن في الواقع تكون قيم المعاملات المستخدمة في النموذج هي  (ij,ai,bjc)نموذج ال

ناضجة وعلى هذا الأساس فإن قيم المعاملات قد تكون ن تكون غير أمجرد تخمينات أو تقديرات ممكن 

تقديرات مغالى بها أو تقديرات بخسة، لذلك فإن الحل الأمثل الذي يتم التوصل إليه يمثل حل أمثل 

الحل الأمثل مرة  يتم إيجادمن المهم أن  هوعليه فإن للنموذج وقد يمثل بداية حل للمشكلة موضوع الدراسة

دقة حتى يعد حل المسائل، وهذا ممكن أن يحصل بدون إعادة حل  مات الأكثرأخرى عند إتاحة المعلو 

ة تغير أثناء عملي اوفي بعض الأحيان أن بعض المتغيرات يحصل عليه، المسألة الأصلية من البداية

بالإضافة إلى ذلك أن بعض القيود لا تكون ،  بدأ الحل أو في إحدى مراحل الحل ة وقبيلألصياغة المس

مساوية تماماً عند الحصول على الحل الأمثل وبالتالي يجب النظر في هذه الإنتاجية من خلال وجود 

التي تحصل في المسألة من الحل الأمثل، ويمكن أن يضاف قيد آخر بعد حل المسألة نظراً للتطورات 

ري دراسة التغيرات التي تحدث في الحل الأمثل نتيجة ، وعلى هذا الأساس فإن من الضرو ة البداي

 .1 ةبتحليل الحساسيللتغيرات الحاصلة في معاملات النموذج وهذا ما يعرف 

 تحليل الحساسية أولا :

إن الهدف الأساسي لتحليـل الحساسـية هـو تحديـد هـذه المعـاملات الحساسـة بشـكل بـارز لأجـراء تخمـين 

الأصلي سيؤدي إلـى تغييـر أرقـام جـدول السـمبلكس النهـائي  نموذجتغيير في القة لها، إن إجراء أي أكثر د

لـذلك فمجــرد أجــراء حســابات بســيطة لتعــديل هــذا الجــدول يــتم معرفــة مــا إذا كــان الحــل الأمثــل الأصــلي هــو 

                                                           
   1 - حامد عد نور الشمرتي، علي خليل الزبيدي  ، )7002(:مرجع سابق ، ص 501  
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الآن امثل أم لا، فإذا كان غير أمثل فيستعمل كحل ممكن أساسي لإعـادة بـدء طريقـة السـمبلكس للوصـول 

 حل الأمثل الجديد، ولتوضيح حالات تحليل الحساسية نستعين بالمثال الآتي:إلى ال

 مثال: 

 0.2قوارير الزيت النباتي )قارورة متوسطة الحجم ذات سـعة من  أحجامبإنتاج ثلاثة  "elio"شركة تقوم 

الإنتـاج و تتطلـب عمليـة لتر  2لتر، قارورة كبيرة الحجم ذات سعة  6لتر، قارورة صغيرة الحجم ذات سعة 

لتحديـد  (L.P).هذه ساعات عمل ومـواد أوليـة معينـة وعلـى هـذا الأسـاس تـم تكـوين أنمـوذج برمجـة خطيـة 

 الإنتاج الأمثل لتعظيم ربح الشركة:

𝑀𝑎𝑥   𝑍 =  4𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 

𝑆. 𝑇 

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑋3 ≤  ساعات العمل      20

2𝑋1 + 2𝑋2 + 3𝑋3 ≤  مواد أولية     45

2 ,≥ 𝑋1 ،  𝑋2،𝑋3 ,     

 نموذج البرمجة الخطية السابق باستخدام طريقة السمبلكس حل المطلوب : 

 :الحل

 )تحويل المتراجحات إلى معادلات (ايجاد النمودج القياسي 
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𝑀𝑎𝑥   𝑍 =  4𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 +  2 𝑋4
𝑒 +0𝑋5

𝑒  

      Soumise aux contraintes                     

                      0x1+2x2 +0x3  =  10  

                     1x1+1x2+3x3 = 45 

                                 x1, x2, x3  X4
e   ،X5

e
      ≥  0 

                                                        

                                                        

x1=0,     x2=0,          x3=0,        X4
e= 11     𝑋5

𝑒=45       

        

 جدول الحل الأساسي الأول 

𝑏𝑖

𝑋𝑖
 0 0 5 3 4 Ci 

𝑋5
𝑒 𝑋4

𝑒 𝑋3 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

20 0 1 1 2 1 20 𝑋4
𝑒 0 

62 1 0 3 2 2 45 𝑋5
𝑒 0 

 0 0 0 0 0 2=𝑍𝑖 

0 0 5 3 4 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

 

  3x  المتغيرة التي تدخل للأساس  هي -
𝑋5   المتغيرة التي تخرج من الأساس هي  -

𝑒  
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 جدول الحل الأساسي الثاني

𝑏𝑖

𝑋𝑖
 0 0 5 3 4 Ci 

𝑋5
𝑒 𝑋4

𝑒 𝑋3 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

62 −𝟏

𝟑
 6 2 𝟒

𝟑
 𝟏

𝟑
 2 𝑋4

𝑒 0 

00.2 𝟏

𝟑
 0 6 𝟐

𝟑
 𝟐

𝟑
 62 𝑋3 2 

 𝟓

𝟑
 0 2 𝟏𝟎

𝟑
 𝟏𝟎

𝟑
 72=𝑍𝑖 

−𝟓

𝟑
 0 2 −𝟏

𝟑
 𝟐

𝟑
 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

 

 1xالمتغيرة التي تدخل للأساس  هي   -
X4      المتغيرة التي تخرج من الأساس هي  -

e 

 الثالث  ) جدول الحل الأمثل( الأساسيالحل   جدول

0 0 5 3 4 Ci 
𝑋5

𝑒 𝑋4
𝑒 𝑋3 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

6- 2 2 4 1 62 𝑋1 4 

1 0- 6 0- 2 2 𝑋3 2 

0 0 0 6 4 𝑍𝑖    51        =  

6- 0- 2 3- 2 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

 

قـارورات زيـت ذات حجـم متوسـط  بسـعة )فقـط وهمـا المنتـوج الأول   الحل الأمثل يتضمن إنتـاج منتـوجين
 . 82بتعظيم ربح مقداره  لتر ( 5)قارورات زيت ذات حجم كبير بسعة والثالث لتر ( 2.5
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 حالات تحليل الحساسية ثانيا :

 معاملات دالة الهدفالتغيرات في  1

التغيــــرات فــــي معــــاملات دالــــة الهــــدف ممكــــن أن تحــــدث بســــبب التغيــــر فــــي الأربــــاح أو الكلــــف للفعاليــــات 
 الأساسية أو غير الأساسية.

 تغيير معامل دالة الهدف للمتغير غير الأساسي 1-1

الأمثل يتضمن إنتاج منتوجين فقط وهما الأول والثالث الأساسي الثالث يتضح بان الحل  جدول الحل من 
، 2Cالمنتـوج الثـاني يمثـل أقـل المنتوجـات ربحـا  أنّ ينـتج والسـبب يعـود إلـى  المنتوج الثـاني سـوف لا أنّ أي 

سوف لا يؤثر على الحل الأمثل الحالي ولإنتاج المنتوج الثاني فإن ذلك يتطلـب زيـادة  2Cإن تناقص قيمة 
2C يـر قيمـة معامـل الـربح النسـبي التـي سـوف تغ 𝐶2  للمتغيـر غيـر الأساسـي𝑋2 الـذي يبقـى غيـر أساسـي

نحصـل  ) جدول الحل الأمثـل (  أصغر أو تساوي صفر، من المرحلة الأخيرة من الجدول 2Cطالما قيمة 
 على:

𝐶2 = 𝐶2 − (4      5)           [
4

−2
] = 𝐶2 − 6 

 تمثل الحل الأمثل طالما: ( تبقىجدول الحل الأمثل المرحلة الأخيرة من الجدول )

𝐶2 = 𝐶2 − 6 ≤ 0    𝑜𝑟    𝐶2 ≤ 6 

( فــإن إنتاجــه ســوف 6وهــذا يفســر بــأن ربــح المنتــوج الثــاني )الوحــدة الواحــدة ( طالمــا بقــى أقــل أو يســاوي )
𝐶2( أي إن 7يكون غير اقتصـادي، وبـافتراض إن ربـح الوحـدة الواحـدة مـن المنـتج الثـاني زاد ليصـبح ) =

 ن أمثـــــل الحـــــل الأمثـــــل حيـــــث لـــــن يســـــوف الحـــــل الأساســـــي الثالـــــث   ن جـــــدول ففـــــي هـــــذه الحالـــــة فـــــإ 1

𝑋2  ـــاني ) قـــارورات الزيـــت ذات الحجـــم الصـــغير بســـعة ـــادة قيمـــة لتـــر   6المنتـــوج الث ـــدخل لزي  Zســـوف ي
 :الموالياستخدام قاعدة أقل النسب فإن لا سوف يغادر والحل الأمثل الجديد موضح بالجدول  وبوساطة
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  الامثل الجديدجدول الحل 

𝑏𝑖

𝑋𝑖
 0 0 5 7 4 Ci 

𝑋5
𝑒 𝑋4

𝑒 𝑋3 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

15

4
 6- 2 2 4 1 62 𝑋1 4 

−5

2
 1 0- 6 0- 2 2 𝑋3 2 

 0 0 0 6 4 𝑍𝑖    51        =  

 6- 0- 2 6 2 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 

 

 2xالمتغيرة التي تدخل للأساس  هي   -
 1x   المتغيرة التي تخرج من الأساس هي  -

 : تغير معامل دالة الهدف للمتغير الأساسي1-2

التغير في ربح الوحدة الواحدة للمتغير الأساسي سواء أكان التغير زيادة أو نقصان يؤثر على الحل الأمثل 
وقد يؤدي هذا التغير إلى اسـتبعاد المتغيـر الأساسـي مـن الحـل الأمثـل أي يتحـول إلـى متغيـر غيـر أساسـي 

الحــل جـدول ل الأمثـل فــي حــوالتــي تبقـي ال 3C، و1Cوعلـى هـذا الأســاس فـإن هنالــك حـد أعلــى وأدنـي لقـيم 
 3Cأو 1Cفـإن أي تغييـر فـي   3C، و1C ـبـدون تـأثير ولتحديـد الحـدود العليـا والـدنيا لـ الأمثـل السـابق ذكـره

0 0 5 7 4 Ci 
𝑋5

𝑒 𝑋4
𝑒 𝑋3 𝑋2 𝑋1 bi Vj Cj 

𝟏 −

𝟒
 𝟑

𝟒
 2 6 𝟏

𝟒
 𝟏𝟓

𝟒
 𝑋2 7 

𝟏

𝟐
 𝟏 −

𝟐
 6 2 𝟏

𝟐
 𝟐𝟓

𝟐
 𝑋3 2 

𝟑

𝟒
 𝟏𝟏

𝟒
 2 2 𝟏𝟕

𝟒
 𝑍𝑖    51        =  

𝟑 −

𝟒
 𝟏𝟏 −

𝟒
 2 2 −𝟏

𝟒
 𝑍 = 𝐶𝑖 − 𝑍𝑖 
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وهذا يؤدي إلى تغيير قيم معاملات الربح النسبية ولكن الحل الأمثل  CBسوف يؤدي إلى تغير قيم عمود 
أي تبقي صفرية وكذلك قـيم    𝐶3,   𝐶1للمتغيرات الأساسية  يبقى أمثل عندما لا تتأثر قيم الأرباح النسبية

 .الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية 

 𝐶5,   𝐶4, 𝐶2 ـــدنيا والعليـــا تبقـــى غيـــر موجبـــة ولضـــمان ذلـــك نســـتخدم العلاقـــات الآتيـــة لمعرفـــة الحـــدود ال
 الأساسية: للمتغيرات 

1. 𝐶2 = 3 − ( 𝐶1     5) [
4

−2
] = 13 − 4𝐶1;   𝐶2 = 3 − ( 4     𝐶3) [

4

−2
]

=  2𝐶3 − 13 

2. 𝐶4 = 0 − ( 𝐶1     5) [
3

−2
] = 10 − 3𝐶1;   𝐶4 = 0 − ( 4     𝐶3) [

3

−2
]

=  2𝐶3 − 12 

3. 𝐶5 = 0 − ( 𝐶1     5) [
−1

1
] = 𝐶1 − 5;  𝐶5 = 0 − ( 4     𝐶3) [

−1

1
] =  4 − 𝐶3 

 ثل هي: محدود التغير في ربح الوحدة الواحدة من المنتج الأول بدون التأثير على الحل 

C1 ≥ 13
4⁄ 𝐶2     طالما  ≤ 𝑂   يبقى 

C1 ≥ 10
3⁄ 𝐶4     طالما  ≤ 𝑂   يبقى 

C1 ≤ 𝐶5     طالما 5 ≤ 𝑂   يبقى 

13 5   هو: 1C ـولذلك فإن الحد الأدنى والأعلى ل 4⁄ ≤ C1 ≤ 

ثـل المعـرف بالجـدول الأم ضـمن هـذا المـدى سـوف لا تـؤثر علـى الحـل  1Cوهذا يعني إن أي قيمة يأخـذها
 فإن الحل الأمثل هو: 1C=  2فمثلا إذا كان  الحل الاساسي الثالث ) الحل الأمثل (

𝑋1 = 15, X2 = 0 ,   X3 = 5 
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الحـــد الأدنـــى خـــارج  1Cوإن أي قيمـــة يأخـــذها  622إلـــى  82ولكـــن قيمـــة دالـــة الهـــدف ســـوف تتغيـــر مـــن 
والأعلى سوف تؤثر على الحل الأمثل ويصبح غير أمثل وبالتالي تطبيق طريقـة السـمبل س وكمـا موضـح 

 سابقا .

 ثل هي:مالتغير في ربح الوحدة الواحدة من المنتج الثالث بدون التأثير على الحل  حدود

C3 ≤ 13
2⁄ 𝐶2     طالما  ≤ 𝑂   يبقى 

C3 ≤ 𝐶4     طالما 6 ≤ 𝑂   يبقى 

C3 ≥ 𝐶5     طالما 4 ≤ 𝑂   يبقى 

4 6   هو: 3Cولذلك فإن الحد الأدنى والأعلى ل  ≤ C3 ≤ 

 الأساسية وغير الأساسية : تغير المعامل لكلا المتغيرات1-3

فــي هــذه الحالــة التغيــر ســيكون المعــاملات المتغيــرات الأساســية وغيــر الأساســية والتــي هــي معــاملات دالــة 
يتم معرفة تأثير  𝐶الهدف وقد يكون التغير المتغيرين أساسي وغير أساسي أو أكثر وبوساطة اختبار صف

𝑍هذا التغير على الحل الأمثل فبـافتراض إن دالـة الهـدف هـي  =  2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3  فـإن هـذا التغييـر
تبقـى غيـر موجبـة أمـا  𝐶في معاملات دالة الهدف قد لا تؤثر على الحل الأمثل فـي حـال كـون قـيم صـف 

 الحل الأمثل( سوف لا يمثل الثالثفإن الجدول ) 𝐶في حالة ظهور قيم موجبة في صف 

𝐶1 = C3 = 0 

𝐶2 = 1 − ( 2     3) [
4

−2
] = −1 

𝐶4 = 0 − ( 2     3) [
3

−2
] = 0 

𝐶5 = 0 − ( 2     3) [
−1

1
] = −1 

( يبقـى يمثـل الحـل الأمثـل مـع تغييـر قيمـة دالـة الهـدف مـع وجـود حـل الثالـثيتضح من ذلـك إن الجـدول ) 
𝐶4أمثل بديل  = 0 
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 تغيير معاملات الجانب الأيمن -2

قبــل البــدء بتحليــل هــذا الموضــوع لابــد لنــا إن نتعــرف أولا علــى بعــض المصــطلحات ذات الصــلة الأساســية 
 بهذا الموضوع:

وهي المصفوفة التي تمثل أعمدتها الأعمدة المناظرة المتغيرات الحل  basic matrixمصفوفة الأساس  
,𝑋1ل   المناظرة الأمثل الأساسية في الجدول السمبلكس الأولي أي إنها تمثل الأعمدة 𝑋3   بحيث 

𝐵 = [
1

2

1

3
] 

بـــالطرائق التقليديـــة ولكـــن فـــي طريقـــة  Bممكـــن حســـاب معفـــوس مصـــفوفة معكـــوس مصـــفوفة الأســـاس  
السمبلكس فـإن معفـوس مصـفوفة الأسـاس عبـارة عـن مصـفوفة تمثـل أعمـدتها الأعمـدة المنـاظرة للمتغيـرات 

لــذلك الجــدول ولــذلك فــإن  Bالأساســية الأوليــة فــي أي جــدول ســمبلكس أي إنهــا تعطــي معفــوس مصــفوفة 
,𝑋5تعبـــارة عـــن الأعمـــدة المنـــاظرة للمتغيـــرا Bمعفـــوس مصـــفوفة 𝑋4 ، فـــي المرحلـــة الأخيـــرة مـــن الجـــدول

 بحيث:( الثالث)

𝐵−1 = [
3

−2

−1

1
] 

التغيرات في الموارد سواء أكانت زيادة أم نقصان تعتبر من الأمور الهامة جدا التي يلجا إليها عامل القرار 
فـــي عمـــل التفســـيرات الاقتصـــادية للمســـألة موضـــوع الدراســـة، بـــافتراض إضـــافة وحـــدة واحـــدة )ســـاعة ( إلـــى 

𝑏يتحــول مـن للقيــد الـذي يمثــل سـاعات العمــل أي إن متجـه المــوارد سـوف ibالجانـب الأيمـن  = [20
45

إلــى  [
𝑏من = [21

45
] 

بينمـا  bيبقـى حـل أمثـل باسـتثناء التغيـر الـذي سـيحدث فـي قـيم ( الثالـث)يلاحظ أن الحل المتمثل بالجدول 
يتطلـب الأمـر إن  𝑏سوف لا تتأثر أي تبقى غير موجبة ولذلك الدراسة تأثير التغيـر فـي متجـه𝐶قيم صف 

(  LPموجــب وهــذا لا يتطلــب حــل مســألة البرمجــة الخطيــة ).يبقــي  bنثبــت فقــط بــان متجــه المــوارد الجديــد
ثانيــة حيــث إن أي عمــود فــي جــدول الســمبلكس النهــائي والــذي يمثــل الحــل الأمثــل ممكــن إن نحصــل عليــه 

 بوساطة ضرب العمود المناظر له في جدول السمبلكس الأولي بمعفوس مصفوفة الأساس
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𝑏 التغير الحاصل في متجه الموارد من = [20
45

𝑏من إلى [ = [21
45

] 

𝑏 يؤدي إلى تغير متجه الموارد للحل الأمثل من = [15
5

𝑏منإلى  [ = [18
3

] 

 وهذه النتيجة تم الحصول عليها بوساطة:

𝑏 = 𝐵−1 𝑏 

𝐵−1 𝑏 = [
3

−2

−1

1
] [

21

45
] =   [

18

3
] 

 ولذلك فإن الإنتاج الأمثل الجديد هو:

𝑋1 = 18,   𝑋2 = 0,   𝑋3 = 3,    𝑍 = 87 

أي إن الإنتـــاج  ساســـية فـــي المتغيـــرات الأساســـية وغيـــر الأنلاحـــظ إن التغيـــر فـــي الحـــل الأمثـــل لـــم يحـــدث 
الأمثل بقي يمثل إنتـاج منتـوجين فقـط وهمـا الأول والثالـث ولكـن حـدث فـي كميـات الإنتـاج للمنتـوجين وفـي 

 .Zقيمة 

( وهــي 0الشــركة بمعــدل ) أربــاح التفســير الاقتصــادي هــو إن زيــادة ســاعة عمــل واحــدة أدت إلــى زيــادة فــي
 الجديدة والقديمة: Zتمثل الفرق بين قيمة 

87-85 =2 

ت العمـل، لنفتـرض إن اعازيادة ربح الشركة ألفي دينار لكل ساعة عمل إضافية يـدعى سـعر الظـل لقيـد سـ
( ألاف دينار وترغب الشركة في معرفة مـا إذا كـان سـاعة 2زيادة ساعات العمل . إضافية يكلف الشركة )

ســعر الظــل لقيــد ســاعات  خداممــل اقتصــادي أم لا أي ســوف يعــود بفائــدة إلــى الشــركة أم لا لــذلك فباســتالع
ن إضـافة أيعود بالربح إلى الشركة أم لا، وبما  لالعمل يمكننا معرفة هل إن إضافة ساعة عمل أضافية ه
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مـا مقـداره ألـف دينـار  دينار فهذا يؤدي إلى إن الشركة سـوف تخسـر ألفين  ساعة العمل يعود بربح مقداره 
 نتيجة لزيادة م العمل ساعة واحدة.

نــه أســعر الظــل ممكــن اســتخراجه مباشــرة مــن جــدول الســمبلكس النهــائي وكمــا تــم التطــرق إليــه ســابقا حيــث 
بغــض النظـر عـن الإشـارة ويمكــن أيضـا اسـتخراجه بالصــيغة  Cيمثـل معامـل المتغيـرات الوهميــة فـي صـف 

 الآتية:

(𝑦1𝑦2) = 𝐶𝐵𝐵−1 = (4     5) [
3

−2

−1

1
] = (2      1) 

ولمعرفة مدى إمكانية التغير في ساعات العمل المتـوفرة سـواء أكـان التغيـر زيـادة أم نقصـان بحيـث إن هـذا 
يمثــل ســاعات العمــل الممكــن توافرهــا لــذلك لكــي 𝑏𝑖التغيــر لا يــؤثر علــى الحــل الأمثــل الحــالي، نفتــرض إن 

 ( يمثل الحل الأمثل فإن:الثالثيبقى الجدول )

𝐵−1[bi
45

 يجب أن تكون اكبر أو تساوي صفر أي: [

𝐵−1 [
bi

45
] = [

3

−2

−1

1
] [

bi

45
] = [

3𝑏𝑖

45

−45

−2𝑏𝑖
] 

 وهذا يعني إن الحل يبقى أمثل طالما:

3𝑏𝑖 − 45 ≥ 0 → 𝑏𝑖 ≥ 15 

45 − 2𝑏𝑖 ≥ 0 → 𝑏𝑖 ≤ 45 2⁄  

 أي إن الإنتاج سوف يشمل المنتجين الأول والثالث فقط طالما ساعات العمل تبقى ضمن المدى 

15  ≤ 𝑏𝑖 ≤ 45   والحل الأمثل هو:  ⁄2

 

𝑋1 = 3bi  − 45, X2 = 0,

X3 = 45 − 2bi;       Z = 4(3bi − 45) + 5(45 − 2bi) 
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 التغيرات في مصفوفة القيود -3

 هنالك عدة حالات للتغيرات التي تحدث في مصفوفة القيود وهذه الحالات هي:

 إضافة فعاليه جديدة  3-1

وحـدة مـن المـواد الأوليـة وربـح  0نفترض أن الشركة ترغب بإنتاج منتوج جديد يتطلب سـاعة عمـل واحـدة و
الف دينار وترغب الشركة في معرفة ما مدى صلاحية انتاج هذا المنتوج  2الوحدة الواحدة من المنتوج هو 

مــع  2مــل ربـح مقــداره بمعا 6Xاقتصـاديا وعلــى هـذا الأســاس ســوف يـتم إضــافة متغيـر جديــد إلــى الأنمـوذج 
1]إضافة عمود إلى جدول السبلكس الأولي هو

2
] 

 وكالآتي:𝐶6غير موجب ولذلك يتم احتساب 𝐶6يبقى أمثل في حال کون  السابق أن الجدول 

𝐶6 = 𝐶6 − 𝐶𝐵 [𝐵−1 [
1

2
]] = 3 − [ 5    4]         [[

3

−2

−1

1
] [

1

2
]] = 3 − [

4

5
] [

1

0
] 

𝐶6بمــــا أن  = ــــثفــــإن الجــــدول )1− ــــر الثال ــــد هــــو غي ــــاج المنتــــوج الجدي ــــل الحــــل الأمثــــل أي أن إنت ( يمث
( هو غير أمثل ويتطلب الأمـر  الثالثموجب فإن ذلك يعني أن الجدول )𝐶6اقتصادي، أما في حالة كون 

 تكملة طريقة السمبل س.

 التغير في متطلبات الموارد للفعاليات الموجودة 3-2

ل والمواد الأولية قد يؤثر على الحـل الأمثـل، بـافتراض أن تغيير متطلبات أحد المنتوجات من ساعات العم
( 2( إلـى )0متطلبات الوحـدة الواحـدة مـن المنـتج الثـاني تتغيـر مـن سـاعتين عمـل إلـى سـاعة واحـدة ومـن )

الجديـد غيـر  𝐶2( يبقـى أمثـل فـي حـال كـون الثالـثمن المواد الأولية، أن الحل الأمثل الموضح بالجـدول )
 وكالآتي:𝐶2ساب موجب لذلك يتم احت

𝐶2 = 𝐶2 − 𝐶𝐵 [𝐵−1 [
1

3
]] = 3 − [ 5    4] [[

3

−2

−1

1
] [

1

3
]] 
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= 3 − [
4

5
] [

0

1
] = 3 − 5 = −2 

𝐶2بما أن  = ( يبقى يمثل الحل الأمثل أما في حال كون موجب فإن ذلك يتطلب الثالثفإن الجدول )2−
ديــد، أمــا إذا كــان المتغيــر أساســي فــإن الحــل الأمثــل جتكملــة طريقــة الســمبلكس للوصــول إلــى الحــل الأمثــل 

 عديدة للمتغير الأساسي تساوي صفر𝐶ثل في حال كون قيمة يبقى أم

 إضافة قيود جديدة  3-3

 نفترض إضافة القيد الآتي إلى المسألة:

3X1 + X2 + 2X3 ≤ 50 

معرفـة مـدى تــأثير هـذا القيـد علــى الحـل الأمثـل يــتم مـن خـلال كــون قـيم المتغيـرات الأساســية المثلـى تحقــق 
 القيد أم لا أي:

3(15) + 0 + 2(5) = 55 > 50 

هو حل غيـر أمثـل ، هـذا الأسـاس يـتم  ( الثالث)القيد لا يتحقق وهذا يعني أن الحل المبين في الجدولفإن 
ومـن ثـم : طريقـة السـمبلكس للوصـول إلـى  ( الثالـث)إضافة القيـد الجديـد إلـى المرحلـة الأخيـرة مـن الجـدول 

 ثلالحل الأم
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 مشكلة النقل

 تمهيد

 هي تنطقير فتفترض المسائل السابقة و التي تمت دراستها بأن المؤسسة نظام ستاتيكي لا يتغ

مكن ي لا من وضعية معينة لاتخاذ القرارات بناءا على تلك الوضعية سوف تستمر مستقبلا و

امل هنا بع حركةتتغير لكن في الواقع المؤسسة تعد نظاما ديناميكيا و حركيا و لا تتعلق ال أن

 في شكل مراحل ففي بعض المسائل فإنها تكون وهمية  ، الوقت فقط

بكيفية تدعى البرمجة  كل هذه المسائل أو غيرها و التي تتميز بالتطور و الحركة يتم حلها

ة عادة لحل مسائل النقل أو في تسيير الاستثمارات أو في الحركية ، و تستخدم هذه الكيفي

 1تسيير المخزونات خاصة لأنها تتميز بالحركة ) دخول و خروج ( .....الخ

ياسة المثلى مفادها " أن الس ( R.Belleman)تنطلق البرمجة الحركية لحل مثل هذه المسائل من قاعدة 

(Pهي التي مهما كان الوضع الأول و القرار الأول فالقرارات التالية يجب أن تشكل سي )لى  اسة مث

وضعية أخرى  ( إلىtوضعية في فترة ) نتقال النظام منإللوضعية الناتجة عن القرار الأول "، وذلك أن 

رات هي: المتغي يكون فيها النظام أحسن مما كان عليه و الذي يتأثر بعوامل ثلاث و (  t+t)في الفترة 

ي فن التعبير عنها كما القرارات السابقة ، هذه العوامل الثلاث  يمك – (t)حالة النظام في الفترة –الخارجية 

 الشكل التالي :

    (  t+t)امل الخارجية  العو                     العوامل الخارجية                

 (  t+t)حالة النظام في الفترة                 ( t)حالة النظام في الفترة           

 (  t+t)القرارات السابقة                          (t)القرارات السابقة           

 (t+t  )الوضعية في الفترة                                         (t)الوضعية في الفترة   

ول ة الأمهما كانت مسألة البرمجة الحركية يمكن الانطلاق و الشروع في حلها من المرحل

 المرحلة الأخيرة و تستعمل وسائل وطرق كثيرة منها :

 . طريقة الشبكة أو طريقة الرسم البياني 

  طريقة الجداول 

يمكن تعريف مشكلة النقل بأنه توزيع للبضائع من نقاط متعددة المصادر الى نقاط 

الرياضية الكمية المشتقة من  الأساليبالطلب باقل تكلفة ممكنة و تعتبر طريقة النقل من 

البرمجة الخطية تدرس عملية اتخاذ القرارات المتعلقة بنقل حجم معين من السلع أو الموارد 

                                                             
 .281ص  مرجع سبق ذكره حامد سعد نور الشمرتي، علي خليل الزبيدي،- 1 
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هو  المتعددة والهدف من حل مشاكل النقل لاكستهلااالمتعدد الى مراكز  نتاجالامن مصادر 

قل تكلفة ل بأتكلفة ممكنة أي ايصالها الى المسته بأقلة لاقسد احتياجات المراكز ذات الع

 .ممكنه

 (الشبكة  الرسم البياني ) حل مشكلة النقل باستخدام طريقةأولا : 

 حالة التقليل : -1

  (L)( إلى مدينة قالمة Aالوفاء"لنقل البضائع نقل إحدى السلع من مدينة عنابة)مثال :ترغب مؤسسة" 

 ولها امكانية المرور بالبلديات والمحافظات التالية :

B –C-D-E –F-G-H-I-J-K  :تكلفة النقل من بلدية إلى أخرى هي كالأتي 

DE=600,BE=200,AD=500,AC=300,AB=400,DF=200,EH=800,CG=500, 

CF=1000,CE=900,BG=700,BF=300,HK=600,GI=600,GH=500,FI=600, 

FH=400,EI=500,DG=500,KL=500,JL=400,IK=500,IJ=600,HJ=400 

 المطلوب: تحديد الطريق الذي يسمح بنقل هذه المادة بأقل تكلفة؟

 

 الحل : 

 

            

            

 

 

  

 

 

( أو Iالشييكل وتكييون الحييل إبتييداءا ميين المرحليية الأولييى).تقسيييم الشييبكة إلييى مراحييل كمييا هييو مبييين فييي 

 (. Vالأخيرة)

 يلي: إذن نبدأ الحل من المرحلة الأولى كما

 المرحلة الأولى: 
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 ولدينا المسافات أو المسالك التالية:

AB=400 

AC=300 

AD=500 

 ة+ المرحلة الثاني المرحلة الأولى

 

 

ABE=400+200=600 

ABF=400+300=700 

ABG=400+700=1100 

 

ACE=300+900=1200 

ACF=300+1000=1300 

ACG=300+500=800 

لآنيه يعطيي  ACG( فإن المسلك الأمثل حتى نهاية المرحلية الأوليى والثانيية هيو المسيلك Cمرور بالمدينة)

 أقل تكلفة مقارنة المسلكين الأخرين

 

ADE=500+600=1100 

ADF=500+200=700 

ADG=500+500=1000 

 المسلك الأمثل لآن يسمح بنقل المادة بأقل المادة بأقل تكلفة. ADF( يعتبر الطريق Dمرور بالمدينة)

خيلال المرحلية الأولييى، والمرحلية الثانييية فيأن السياسييات المثليى هييي التيي تعبيير المسيالك والطييرق  -

 ADF,ACG,ABEالتالية:

 

 

ABE=600 

( والذي يعطي Bالمسلك الوحيد مرورا بالمدينة)( لأنه *Pوتعتبر سياسة مثلى)

 أقل تكلفة.

ACG=800 

 السياسة المثلى

ADF=700 

 السياسة المثلى
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 المرحلة )الأولى والثانية والثالثة(

 

 

 

ABEH=600+800=1400 

ABEI=600+5000=1100 

ACGH=800+500=1300 

ACGI=800+600=1400 

ADFH=700+400=1100 

ADFI=700+600+1300 

لآنيه يسيمح بنقيل  ADFH( فيإن السياسية المثليى تتطليب الميرور بالمسيلك الأمثيل Hيبدو أنيه تمير بالمدينية)

 دينار. 1100المادة بأقل تكلفة 

وعلييه فيإن خيلال الرحلية الأوليى والثانيية والثالثية   ABEIإن المسلك الأمثل هو ( فIأما وللمرور بالمدينة)

  ADFH,ABEIفإن السياسات المثلى هي التي تعبر عن الطرق والمسالك التالية: 

 دراسة المراحل)الأولى الثانية، الثالثة والرابعة(

ABEIJ=1100+600=1700 

ADFHJ=1100+400=1500 

ABEIK=1100+500=1600 

ADFHR=1100+600=1700 

لآن بيييه أقيييل تكلفييية أميييا بالنسيييبة  ADFHJهيييو  الأمثيييلفيييإن المسيييلك  (Jإذا تطليييب الأمييير لميييرور المدينييية)

 يعتبر مسلك أمثل  ABEIKفإن   (Kللمدينة)

الطيرق والمسيالك لال المراحل)الأولى، الثانية، الثالثة والرابعة( فإن السياسات المثليى تعبير عين خ نمإذن 

 ABEIK-ADFHJالتالية:

 دراسة المراحل )الأولى+ الثانية+ الثالثة+ الرابعة+ الخامسة(

ADFHJL=1500+400=1900 

ABEI=1100 

 سياسة مثلى 

ADFH=1100 

 سياسة مثلى

ADFHJ=1500 

ABEIK=1600 
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ABEIKL=1600+500=2100 

والييذي يعبيير فييي الوقييت ذاتييه عيين السياسيية المثلييى  ADFHJL( فييإن المسييلك الأمثييل هييوLحتييى المدينيية)

 J,H,F,D( ميرورا بالميدن التاليية: L( نحيو المدينية)Aمين المدينية)للمؤسسة والتي تسيمح بنقيل هيذه الميادة 

 دينار ويتضح هذا المسلك من خلال الرسم )أنظر الشبكة( 1900وذلك بتكلفة دنيا قدرها 

 حالة التعظيم:  -2

 : 2مثال

إنجاز شبكة للنقل الحضري تسمح بنقل أكبر عدد ممكن من المسافرين  مؤسسة الريان للنقل العمومي  تريد

( وتتويج أن يكون عدد المسافرين من محطة إليى أخيرى H( إلى المحطة النهائية)Aمن المحطة الرئيسية )

 يلي:  كما

CF=30,CE=23,BF=25,BE=20,AD=14,AC=18,AB=15,GH=10,FG=10,EG=13 

,DF=12, DE=10 

 المطلوب: 

 دج؟ 5الطريق الذي يسمح بالحصول على أكبر الإيرادات إذا علمت أن ثمن التذكرة الواحدة  البحث عن

 الحل: 

 

 

 بعد تقسيم الشبكة إلى مراحل تنطلق في دراستها إبتداءا من المرحلة الأولى: 
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 (AB=15( فإنه لدينا المسلك الوحيد)Bمن المحطة)-

 (AC=18وحيد )فإنه يوجد لدينا مسلك  (Cأما بالنسبة للمحطة) -

 (D=14( فإنه يظهر أيضا مسلك وحيد)Dوإلى المحطة)-

 دراسة المرحلتين الأولى والثانية: 

 ( فإنه تظهر أمامنا المسالك التالية :Eمن الوصول إلى المحطة)

ABE=15+20=35 

ACE=18+23=41 

ADE=14+10=24 

 ( فإنه أمامنا ثلاث مسالك وهي:Fإلى المحطة) أما من أجل الوصول

 

ABF=15+25=40 

ACF=18+30=48 

ADF=14+12=26 

خييييلال المرحلييييية الأوليييييى والثانيييييية فيييييإن السياسييييية المثليييييى هيييييي التيييييي تعبييييير عييييين المسيييييالك والطيييييرق 

 ACF,ACEالتالية:

 ( مرورا بإحدى الطريقتين التاليين:Gيمكم الوصول إلى المحطة)

ACEG=41+13=54 

ACFG=48+10=58 

 

 دراسة المراحل من الأولى إلى الرابعة والأخيرة: 

( واليذي ACFGHبإمكانيه نقيل أكبير عيدد مين المسيافرين وهيو المسيلك)يبدو أنه يوجد طريق واحد أمثيل -

( *Pواليذي يمثيل سياسية مثليى للمؤسسية) R=(58X10)X5=340DAيعطي أكبر إيرادات والتي تعيادل 

Politique Optimale .ويتضح هذا الطريق من خلال الرسم البياني الشبكة 

المسلك الأمثل والذي يسمح بنقل أكبر  ACEويعتبر المسلك 

 عدد ممكن 

 

لأنه يسمح بنقل أكبر  ACFالمسلك الأمثل في هذه الحالة هو 

 (48عدد وهو)

 

( ACFGإن المسلك الأمثل والذي يسمح بنقل أكبر عدد هو )

 ويعتبر سياسة مثلى

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 الفصل السابع

 )البرمجة الغير خطية ) 
 



البرمجة الغير خطية                             الفصل السابع                                    

 

128 
 

 تمهيد:

 لا توابع اماستخد تستدعي ضمنيا   التي المصطلحات من مجموعة بوجود البرمجة الغير خطية مسائل تتميز

 متحولين بين ادلالمتب التأثير نتيجة أيضا   اللاخطية تظهر ( وقد ...ex, sinx, cosx, ln x مثل :) خطية

 ........الخ.2x 1xأو  21lnxو x1أو  x 1x ,2مثل اكثر أو

هذه  لإيجاد أساسية تستخدم بنية إيجاد إلى أدت البرمجة الغير خطية مسائل حلول تقنيات دراسة إن

طريقة السمبلكس تمكن من الوصول الى أنّ بالحلول، فمن خلال ما تطرقنا له في الفصول السابقة اتضح  

الأمثل حيث بنيت هذه الطريقة على حل المعادلات الخطية التي تناظر القيود الهيكلية حيث يكمن الحل 

لكن عادة ،  تمثل منطقة الحلول الممكنة فئة محدبة الحل في أحد النقط الطرفية  لفئة الحلول الممكنة حيث

 1 تكون المشاكل الحقيقية غير خطية وفي هذه الحالة تكون المشكلة غير خطية

 مشاكل البرمجة غير الخطية-1

Non-Linear Programming Problems 

 عادة تكون مشكلة البرمجة على النحو التالي:

 التي تجعل: j= 1,2,..,n ، بحيث Xjأوجد قيم  

(1)      .............             𝑴𝒂𝒙(𝒐𝒓 𝑴𝒊𝒏. ) 𝒁 = (𝑿𝟏, 𝑿𝟐, , … . , 𝑿𝒏) 

𝑔𝑖(𝑋), 𝑓(𝑋1 , 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛)
≤
=
≥

𝑏𝑖 ,     𝑖 = 1,2, … . , 𝑚   … …… … (2) 

,𝑖(𝑋)فإذا كاان يوجاد دالاة واحادة علاى الأقال مان الادوال  𝑓(𝑋1, 𝑋2, , … . , 𝑋𝑛)   ،دالةة غيةر خطيةة

 ( مشكلة برمجة غير خطية.2)-(1تكون المشكلة )

 ( في شكل متساويات على النحو:2وعندما تكون القيود في ) 

𝑔𝑖(𝑋1, 𝑋2, , … . , 𝑋𝑛) = 𝑏𝑖 ,    𝑖 = 1,2, … .𝑚  (3) 

ل حادياة بطارق تسمى المشكلة في هذه الحالة بمشكلة الأمثلية التقليدية وتسمى طرق حل هذه المشااكل التقلي

 ة كااذله هاايمشاااكل الأمثليااة التقليديااة. وتعتباار طاارق الحاال التقليديااة ذات أهميااة فااي حاال المشاااكل التقليدياا

ياة كاكلها ذ مشكلة البرمجة غير الخطالأساس في فهم طرق وحل المشاكل الأخرى غير التقليدية عندما تأخ

 (. وعند البحث عن حل لمشكلة البرمجة غير الخطية نحتاج إلى:2)-(1العام في )

 .صفر فحص جميع النقط التي عندها المشتقات الجزئية الأولى المتصلة تساوی. 

 ئياة الجزللمشاتقات  فحص جميع النقط داخل منطقة الحلول الممكنة التاي يوجاد عنادها عادم اتصاال

 الأولى. ويمكن تقسيم مشاكل البرمجة غير الخطية إلى:

 وهنا تكون المشكلة على النحو: المشاكل غير المقيدة: -

 التي تجعل  j=1,2,….n، بحيث  Xjأوجد  

                                                             
رة و ة ،كلية التجاالأساليب التطبيق استخدام الحزم الرياضي –( : بحوث العمليات و اتخاذ القرارات 2012عفاف علي حسن الدش ، ) --1

 .401مكتبة عين شم الطبعة الثانية، القاهرة ،  ،ادارة الاعمال حلوان 
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(𝑴𝒂𝒙)(𝒐𝒓) (𝑴𝒊𝒏. ) 𝒁 = (𝑿𝟏, 𝑿𝟐, , … . , 𝑿𝒏) 

 ولا توجد أي قيود على دالة الهدف.

,𝑓(𝑋1وعندما تكون الدالة   𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛) 

دالاة مقعاارة فإناه يمكاان الحصاول علااى النهاياة العظمااى   f(X1 , X2 , ... , Xnوعنادما تكاون الدالااة )  

 للمشكلة. وفي هذه الحالة وتكون هذه النهاية هي الحل الأمثل (Global Minimum))الصغرى( المطلقة 

 .يمكن استخدام الطرق التقليدية للحل  أيضا 

,𝑓(𝑋1 أما إذا كانت الدالة  𝑋2, , … . , 𝑋𝑛) غير ذله أي ليست مقعارة )محدباة( فإناه يمكان الحصاول علاى

,𝑓(𝑋1للدالااة  النهايااة العظمااى )الصااغرى( النساابية 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛)  مثاال، وتوجااد أساااليب حديثااة نساابيا 

 .( تتناول هذا النوع من المشاكل(Geometric Programmingالبرمجة الهندسية 

 المشاكل المقيدة:   

,𝑓(𝑋1( بحيااااث تكااااون 2()1وهنااااا تكااااون المشااااكلة علااااى النحااااو الموضااااح فااااي ) 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛)  أو

𝑔𝑖(𝑋1 , 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛)  i=1,2,….m :أو كلاهما دالة غير خطية وفي هذه الحالة 

فإناه  (ودالاة الهادف مقعارة )محدباة فئاة مغلقاة وحدودياة محدباة 𝑔𝑖(𝑋). إذا كانت الفئة التاي تحقاق القياود 

,𝑓(𝑋1يمكان الحصاول علاى النهاياة العظماى )الصاغرى( للدالاة  𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛)( وتعتبار مشاكلة البرمجااة

الخطية حالة خاصة من هذا النوع من المشاكل المقيدة(. وفي هذه الحالاة أيضاا يمكان الحصاول علاى الحال 

 .الطرق التقليدية  الأمثل باستخدام

فئااااة غيااار محدباااة. وفاااي هاااذه الحالاااة ساااوا  كاناااات  𝑖(𝑋)أماااا إذا كانااات الفئاااة التاااي تحقاااق القياااود  

𝑓(𝑋1, 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛) ( )مقعرة )محدبة( أو غير ذله، فإنه يمكن الحصاول علاى نهاياة عظماى )صاغری

,𝑓(𝑋1نسبية للدالة  𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛) ة، وكماا التي تحقاق القياود وبالتاالي الحصاول علاى حال نسابي للمشاكل

ذكرنا أعلاه فإنه توجد أساليب حديثة نسبية تتناول هذا النوع من المشاكل قد تمكننا من الحصاول علاى حال 

 .أفضل من الحل النسبي للمشكلة 

 : بدون قيود ثانيا البرمجة الغير خطية 

 التي تجعل: j = 1,2,..,n ، بحيث Xjإذا اعتبرنا مشكلة البرمجة غير الخطية على النحو التالي: أوجد 

             𝑴𝒂𝒙(𝒐𝒓 𝑴𝒊𝒏. ) 𝒁 = 𝒇(𝑿) = 𝒇(𝑿𝟏, 𝑿𝟐, , … . , 𝑿𝒏) 

 حيث 

𝑿 = (𝑿𝟏, 𝑿𝟐, , … . , 𝑿𝒏)𝑻 

، أن حل المشاكل غير الخطية يتطلب فحص النقط الطرفياة التاي عنادها تكاون المشاتقات سابقا أكرنا وكما 

عناادها يكااون معاماال الانحاادار يساااوي الجزئيااة الأولااى تساااوي صاافر أي نقااط الاسااتقرار )أي الاانقط التااي 

 صفر(.

وفيمااا يلااي سااوف نقاادم نظااريتين عاان طريقهمااا يمكاان تحديااد الاانقط الطرفيااة العظمااى ، والصااغرى للدالااة 

𝑓(𝑋1, 𝑋2 , , … . , 𝑋𝑛) إذا توافرت الشروط 

 هو:f(xنقطة طرفية للدالة ) 0الشرط الضروري لتكون النقطة  (:1)نظرية 
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∇𝑓(𝑋0) =
𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑖

|𝑋 = 𝑋0    = 0     𝑖 = 1,2, … . , 𝑛   (4) 

 الإثبات: 

 f(x( للدالاة ) Dوباساتخدام مفكاوت تيلاور )أنظار ملحاق -نقطة نهاية صغری  𝑋0إذا فرضنا أن النقطة  -1

 على النحو التالي: 𝑋0عند النقطة

𝑓(𝑋0 + ℎ) = 𝑓(𝑋0) + ∇𝑓(𝑋0)ℎ + 0(ℎ2) 

𝑓(𝑋0 + ℎ) − 𝑓(𝑋0) ≈ ∇𝑓(𝑋0)ℎ                   (5) 

 عن الصفر أي أن:تختلف    𝑓(𝑋0)∇فإذا اعتبرنا أن  -2

𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0    <   أو   0
𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0     > 0,    𝑗 = 1,2, … . 𝑛  (6) 

hjفإذا اعتبرنا أن  > < 0، فبضرب طرفي العلاقة 0
𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗
|𝑋 = 𝑋0  فيhj  نجد أن 

 

hj

𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0    < 0   ,    𝑗 = 1,2,… . , 𝑛   (7)  

𝒊، بحيةث i= 1,2,...,nوبضاع 3 - ≠ 𝒋(   5نجةد أن الطةرف اميمةن)  ،قيمتة  أكبةر مةن الطةرف اميسةر

 يعني:

𝒇(𝑿𝟎 + 𝒉) < 𝑓(𝑿𝟎) 

 نقطة نهاية صغری xوهذا يخالف )يناقض( افتراض أن النقطة 

 نقطة نهاية صغرى لابد أن يكون:  𝑿𝟎وبالتالي فإن  عندما تكون

𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0    = 0 

 j= 1, 2, ...,n لجميع قيم

 

تحتةوي  وتؤو  إلى الصفر أسرع من المقادير اللةي hمقادير من الدرجة الثانية أو أكثر في  2(ℎ)0حيث

 .hعلى 

 

ℎ𝑖  نقطة نهاية عظمى فإذا فرضنا أن  𝑋0  xبالمثل إذا فرضنا أن - 4 <  من العلاقة 0

 ( نجد أن:6)

hj

𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0    > 0 
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= ℎ𝑖ويوضع  0    ،i= 1,2,...,n  بحيث 𝒊 ≠ 𝒋   نجد أن: 

𝒇(𝑿𝟎 + 𝒉) > 𝑓(𝑿𝟎) 

نقطاة نهاياة عظماى  𝑋0نقطة نهاية عظمى. وبالتالي فإنه عندما تكاون 0وهذا يخالف افتراض أن النقطة 

 لابد أن يكون:

𝜕𝑓(𝑋)

𝜕𝑋𝑗

|𝑋 = 𝑋0   = 0     𝑗 = 1,2, … . , 𝑛 

 بحيث: Xعند نقطة ما ولتكون  f(Xللدالة )ملحوظة: ومما هو جدير بالذكر أن متج  المشتقات الجزئية 

∇𝑓(𝑋∗) = 0 

تكون نقطة انقلاب أو نقطة ارتكاز وتسمى جمياع  xليست نهاية عظمى أو صغرى فإن النقطة  xوالنقطة *

وبالتاالي تعتبار نقاط النهاياات العظماى والصاغرى والانقاالاب  ( بانقط اساتقرار4الانقط التاي تحقاق الشارط )

 والأرتكاز نقط استقرار.

 باالرمز𝑋0عناد النقطاة  Hنقطاة اساتقرار وإذا رمزناا للمصافوفة الهيساينية  𝑋0 إذا فرضنا أن (:2)نظرية  

𝐻|𝑋 = 𝑋0  :فإن 

𝐻|𝑋 نقطة نهاية عظمى إذا كانت المصفوفة 𝑋0أن تكون النقطة  أ. = 𝑋0  تامة السالبية 

𝐻|𝑋 نقطة نهاية صغرى إذا كانت المصفوفة𝑋0ب( تكون النقطة  = 𝑋0  الإيجاب.تامة 

 إذا لم يتحقق )أ( أو )ب(. نقطة انقلاب أو ارتكاز 0ج( تكون النقطة 

𝟎، وإذا فرضةةةنا أن  f(Xنقطةةةة اسةةةتقرار للدالةةةة )𝑋0الإثبةةةات: إذا اعتبرنةةةا أن   < 𝜃 < ، باسةةةتخدا   1

 مفكوك تيلور نجد أن:

𝑓(𝑋0 + ℎ) = 𝑓(𝑋0) + ∇ 𝑓(𝑋0)ℎ +
1

2
ℎ̀ 𝐻 ℎ |𝑋0+𝜃ℎ 

𝑓(𝑋0 + ℎ) − 𝑓(𝑋0) = ∇ 𝑓(𝑋0)ℎ +
1

2
ℎ̀ 𝐻 ℎ |𝑋0+𝜃ℎ      (9) 

 وبما أن:

∇ 𝑓(𝑋0)ℎ = 0 

ℎحيث  ≠  بالتالي فإن: 𝑋0عند نقطة الاستقرار 0

𝑓(𝑋0 + ℎ) − 𝑓(𝑋0) =
1

2
ℎ̀ 𝐻 ℎ |𝑋0+𝜃ℎ     (10)   

 نقطة نهاية صغرى فإن: 𝑋0فإذا كانت النقطة

𝑓(𝑋0 + ℎ) > 𝑓(𝑋0) 

 وتتحقق العلاقة عندما:

1

2
ℎ̀ 𝐻 ℎ |𝑋0     > 0           (11) 
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 تامة الإيجاب. 𝐻  |𝑋0 وإذا فقط كانت المصفوفةإذا  (11)وتتحقق العلاقة 

 نقطة نهاية عظمى فإن: 𝑋0كذله إذا كانت النقطة 

𝑓(𝑋0 + ℎ) < 𝑓(𝑋0) 

 وتتحقق العلاقة عندما

1

2
ℎ̀ 𝐻 ℎ |𝑋0     < 0           (12) 

 تامة السالبية. 𝐻  |𝑋0( إذا وإذا فقط كانت المصفوفة 12وتتحقق العلاقة )

 للدالة التالية ثم حدد نوع كل نقطة. أوجد نقط الاستقرار : مثا  

𝑓(𝑋1, 𝑋2) = −𝑋1
2 − 𝑋2

2 + 4𝑋1 + 6𝑋2 + 10 

بالصاافر للحصااول علااى نقااط  نوجااد المشااتقات الجزئيااة الأولااى للدالااة ونساااويها( 1وفقااا لنظريااة ) -الحاال: 

 الاستقرار على النحو التالي:

𝜕𝑓(𝑋1, 𝑋2)

𝜕𝑋1
= −2𝑋1 + 4 = 0 

𝜕𝑓(𝑋1 , 𝑋2)

𝜕𝑋2
= −2𝑋2 + 6 = 0 

,𝑓(𝑋1وبحل المعادلتين السابقتين نجد أن للدالة  𝑋2) النقطة  نقطة استقرار واحدة هي 

 (𝑿𝟏 = 𝟐, 𝐗𝟐 = 𝟑, 𝐟 =  :ولتحديد نوع النقطة نتبع التالي (𝟏𝟑

 2عند نقطة الاستقرار Hنوجد مصفوفة المشتقات الجزئية من الترتيب الثاني  -

𝐻 =

[
 
 
 
 
𝜕2𝑓(𝑋1, 𝑋2)

𝜕𝑋1
2

𝜕2𝑓(𝑋1, 𝑋2)

𝜕𝑋1𝑋2

𝜕2𝑓(𝑋1, 𝑋2)

𝜕𝑋2𝑋1

𝜕2𝑓(𝑋1, 𝑋2)

𝜕𝑋2
2 ]

 
 
 
 

 

وبالتااالي فااإن نقطااة  -عنااد نقطااة الاسااتقرار نجااد أنهااا مصاافوفة تامااة السااالبية  Hوبفحااص المصاافوفة  -

 الاستقرار نقطة نهاية عظمى.

 حدد نقط الاستقرار للدالة التالية ثم حدد نوع كل نقطة. :مثال 

𝑓(𝑋1 , 𝑋2 , 𝑋3) = −𝑋1
3 − 𝑋2

3 − 𝑋3
3 + 3𝑋1 + 12𝑋2 −

3

2
𝑋3

2 

 ونساويها بالصفر. للحصو  على نقط الاستقرار نوجد المشتقات الجزئية من الترتيب امو  -الحل: 

𝜕𝑓(𝑋1 , 𝑋2 , 𝑋3)

𝜕𝑋1
= −3𝑋1

2 + 3 = 0 → 𝑋1 = ±1 
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𝜕𝑓(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3)

𝜕𝑋2
= −3𝑋2

2 + 12 = 0 → 𝑋2 = ±2 

𝜕𝑓(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3)

𝜕𝑋3
= −3𝑋3

2 + 3𝑋3 = 0 → 𝑋3 = 0,−1 

 

 لاستقرار هي:وبحل المعادلات السابقة نجد أن نقط ا

(𝑋1 = 1  ,   𝑋2 = 2,     𝑋3 = 0)    , (𝑋1 = −1  ,   𝑋2 = 2,     𝑋3 = 0)    

(𝑋1 = 1  ,   𝑋2 = −2,     𝑋3 = 0)    , (𝑋1 = −1  ,   𝑋2 = −2,     𝑋3 = 0) 

(𝑋1 = 1  ,   𝑋2 = 2,     𝑋3 = −1)    , (𝑋1 = −1  ,   𝑋2 = 2,     𝑋3 = −1) 

(𝑋1 = 1  ,   𝑋2 = −2,     𝑋3 = −1)    , (𝑋1 = −1  ,   𝑋2 = −2,     𝑋3 = −1) 

 حيث: Hنوجد المصفوفة  -۲

والذي تحدده الشركة، كذله تعتمد على سعر نفس الجهاز من إنتاج كركتين أخرتين في السوق )أي وجاود 

باالألف جنيااه والشااركة الأخاارى تبيااع الجهاااز بسااعر  (𝑋2سالع بديلااة( الشااركة الأولااى تبيااع الجهاااز بسااعر )

(𝑋3بالألف جنيه أيض )بحيث: ا 

𝑌 = 120 − 0.5𝑋1
2 − 0.4𝑋2

2 − 0.2𝑋3
2 + 10𝑋1 + 5𝑋2 + 4𝑋3 

المطلوب: إيجاد سعر الجهاز من إنتاج الشركة ومن إنتاج الشركتين الآخرتين الذي يجعل الكمياة المطلوباة 

 أكبر ما يمكن ثم عقب على الناتج. 

,𝑋1أوجد  -تصبح المشكلة  -۱الحل:  𝑋2 , 𝑋3 :التي تجعل 

𝑀𝑎𝑥. 𝑌 = 120 − 0.5𝑋1
2 − 0.4𝑋2

2 − 0.2𝑋3
2 

 نوجد معادلات الاستقرار -

𝜕𝑌

𝜕𝑋1
= −1.0𝑋1 + 10 = 0 

𝜕𝑌

𝜕𝑋2
= −0.8𝑋2 + 5 = 0 

𝜕𝑌

𝜕𝑋3
= −0.4𝑋3 + 4 = 0 

𝑋1)وبالتالي تصبح نقطة الاستقرار  = 10, 𝑋2 = 6.25, 𝑋3 = 10) 

 عند نقطة الاستقرار على النحو التالي: Yنوجد المشتقات الجزئية من الترتيب الثاني للدالة -

H = [

−6X1 0 0
0 −6X2 0
0 0 −6X3 − 3

] 
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𝑋0(𝑋1أ( إذا اعتبرنا أن:  -۳ = 1, 𝑋2 = 2, 𝑋3 =  فإن: (0

𝐻|X0 = [
−6 0 0
0 −12 0
0 0 −3

] 

 نقطة نهاية عظمی. X0نجد أن المصفوفة تامة السالبية بالتالي النقطة 𝐻|X0وبفحص المصفوفة 

𝑋1)1ب( إذا اعتبرنا نقطة الاستقرار   = −1, 𝑋2 = 2,𝑋3 =  فإن: (0

𝐻|X1 = [
6 0 0
0 −12 0
0 0 −3

] 

قااد تكااون نقطااة  𝑋1ليساات نهايااة عظماى أو صااغري أي أن 𝑋1نجااد أن النقطااة 𝐻|X1وبفحاص المصاافوفة 

انقلاب أو ارتكاز. وبالمثل يمكن فحص بااقي نقاط الاساتقرار. وفاي بعاض الحاالات عنادما تكاون مجموعاة 

 المعادلات:

∇𝑓(𝑋) = 0 

لذله نلجأ فاي هاذه الحاالات إلاى الطارق التقريبياة  –معادلات غير خطية قد يكون من الصعب حلها جبرية 

 .رقأحد وأهم هذه الط (طريقة نيوتن رافسون)العددية لتحديد نقط الاستقرار وتعتبر 

خالال قامت أحدى كركات إنتاج أجهزة الكمبيوتر من نوع معاين بتقادير عادد الأجهازة المطلوباة (: 2)مثال

( باالألف وحادة تعتماد Yعام في السوق من النوع الذي تقوم بإنتاجه الشاركة فوجادت أن الكمياة المطلوباة )

 .( بالألف جنيه𝑋1على سعر الجهاز )

𝜕2𝑌

𝜕𝑋1
2 = −1.0,      

𝜕2𝑌

𝜕𝑋1   𝑋2
= 0,            

𝜕2𝑌

𝜕𝑋2
2 = −0.8   

 على النحو: Hوبالتالي تصبح المصفوفة 

 

H = [
−1.0 0 0

0 −0.8 0
0 0 −0.4

] 

 

 وبالتالي فإن:

|ℎ1| = |−1.0| = −1.0 < 0 

 

|ℎ2| = |
−1.0 0

0 −0.8
| = 0.8 > 0 

|ℎ3| = |
−1.0 0 0

0 −0.8 0
0 0 −0.4

| = 0.32 > 0 

,𝑋1وبالتالي فإن النقطة )  𝑋2 , 𝑋3:حيث ) 
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𝑌∗ =   وحدة205.620

𝑋1
∗ = 𝑋2   , جنيه 10,000

∗ = 𝑋3   , جنيه 6.250
∗ =    جنيه 10,000

جهاز الكمبيوتر( مان )، عندما يكون سعر بيع الوحدة Yتصبح نهاية عظمى وبالتالي فإن أكبر حجم للطلب 

، وساعر ديناار 6250، وسعر بيع الوحدة فاي الشاركة الأولاي المنافساة دينار 10,000إنتاج الشركة يساوي

ويكاااون أكبااار حجااام الطلاااب علاااى إنتااااج الشاااركة  ديناااار 10,000بياااع الوحااادة بالشاااركة الثانياااة المنافساااة 

  205,620يساوي

 

 طريقة نيوتن رافسون  

وتعتمااد هااذه الطريقااة علااى تقريااب المعااادلات غياار الخطيااة إلااى معااادلات خطيااة عنااد نقطااة محااددة ولااتكن 

𝑋k كما يتضح فيما يلي: -والانتقال من هذه النقطة إلى نقطة أخرى  -باستخدام مفكوت تيلور 

 التالي:إذا فرضنا أن مجموعة المعادلات في وضع الاستقرار على النحو 

𝑓𝑖(𝑋) = 0     , 𝑖 = 1,2, … . , 𝑚      (13) 

 من المتغيرات. nمتجه في  Xمعادلات مستقلة وغير خطية، 

   𝑋kتقرياب خطاي عناد النقطاة  𝑓𝑖(𝑋)الادوال  لتقرياب نقطة معينة، وباساتخدام مفكاوت تيلاور  𝑋kنفرض 

 يصبح على النحو التالي:

𝑓𝑖(𝑋) ≈ 𝑓𝑖(𝑋
k) + ∇𝑓𝑖(𝑋

𝑘)(𝑋 − 𝑋𝐾), 𝑖 = 1,2, … . , 𝑚      (14)       

𝑓iفنجد أن  (𝑋)  تم تقريبها إلى دالة خطية فيX  عند النقطة𝑋k  (14).كما هو موضح في 

 ( نجد أن:14( ، )13من )

𝑓i(X
k) + ∇fi(X

k)(X − XK) = 0      , 𝑖 = 1,2, … . , 𝑚      (15)       

 

 حيث 𝐴𝐾فإذا فرضنا أن المتجه العمودي

𝐴K = fi(X
K) 

 حيث:   𝐤كذله إذا فرضنا المصفوفة 

𝐁𝐤 = 𝛁𝐟𝐢(𝐗
𝐊) = [

𝛛𝐟𝐢(𝐗)

𝛛𝐗𝐣
|
𝐗𝐊

]

𝐦𝐱𝐧

          𝐣 = 𝟏, 𝟐,… . , 𝐧, 𝐢 = 𝟏, 𝟐,… . ,𝐦 

 ( نجد أن:15بالتعويض في )

𝐴𝑘 + 𝐵𝑘(𝑋 − 𝑋𝐾) = 0      (16) 

)𝑖وتحات افتاراض أن المعاادلات  ) = تكاون مصافوفة غيار  𝐁𝐤معاادلات مساتقلة فاإن المصافوفة 0

𝐁𝐊( في المصفوفة16وبضرب طرفي المعادلات )، كاذة
 نجد أن: 𝟏−

BK
−1 𝐴𝑘 + (BK

−1 Bk)(𝑋 − 𝑋𝐾) = 0 → 
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BK
−1 𝐴𝑘 + (𝑋 − 𝑋𝐾) = 0 → 

𝑋 = 𝑋𝐾 − BK
−1 𝐴𝑘           (17) 

 𝐾عن طريق النقطة المحددة  X( نجد أننا حصلنا على النقطة 17ومن المعادلة )

ونرماز  X( نحصال علاى النقطاة 17وبأستخدام المعادلاة ) -𝑋(0)فإذا رمزنا للنقطة المحددة مبدئية بالرمز 

( ماان الماارات نحصاال علااى k( أول ماارة. وبتكاارار الإجاارا  عاادد )17أي بعااد تطبيااق ) 𝑋(1)لهااا بااالرمز 

 حيث:(𝑘+1)النقطة 

𝑋(𝑘+1) = 𝑋(𝐾) − BK
−1 𝐴𝑘 

 :من التكرارات عندما mوينتهي الإجرا  بعد 

X(𝑚) ≈ X(m−1) 

 خطوات الإجرا  فيما يلي:ومما سبق يمكن تلخيص 

 . t= 0نفرض أن  -1

 𝐴(1)يتم حساب  𝑓i(X)(، والتعويض في𝑋(0)يتم افتراض النقطة  t=  0)عند  𝑋(𝑡)تحديد النقطة2-

 حيث:𝐵𝑡إيجاد المصفوفة  3-

𝐁𝐭 = [
𝛛𝐟𝐢(𝐗)

𝛛𝐗𝐣
|
𝐗𝐭

] 

 

𝐵𝑡ثم نوجد المصفوفة  -4
−1 

 حيث: 𝑋(𝑡+1) نحسب النقطة  5

𝑋(𝑡+1) = 𝑋(𝑡) − 𝐵𝑡
−1𝐴𝑡  

 :إذا كان 𝑋(𝑡+1)نختبر النقطة  -

𝑋(𝑡+1) أ. ≈ 𝑋(𝑡)  ينتهي الإجرا  وتكون نقطة الاستقرار هي𝑋(𝑡+1) 

≈/𝑋(𝑡+1) . ب. 𝑋(𝑡) 1+1نضع=t ( 2، ونذهب للخطوة.) 

,𝑓(𝑋1 أوجد نقط الاستقرار للدالة :مثال  𝑋2) 

 :نقطة مبدئية حيث  𝑋(0) باستخدام طريقة نيوتن رافسون واعتبار النقطة المبدئية 

 𝑋(0) = (𝑋1 = 1, 𝑋2 = ,𝑓(𝑋1ثام قاارن باين القيماة التقريبياة  (3 𝑋2)  عناد القيماة التقريبياة لنقطاة

 .الاستقرار والقيمة الدقيقة

 الحل: 

 نوجد معادلات الاستقرار على النحو التالي: -1

𝑓1(𝑋1, 𝑋2) = 3𝑋1
2 − 27 = 0     (1) 

𝑓2(𝑋1 , 𝑋2) = 3𝑋2
2 − 48 = 0     (2) 

 :التكرار الأول 
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,𝑓2(𝑋1نحسب  - 𝑋2)   1و(𝑋1, 𝑋2) عند𝑋(0) :حيث 

𝑓1(𝑋
(0)) = 24           , 𝑓2(𝑋

(0)) = −21               

 وبالتالي فإن:   

𝐴(0) = [
−24
−21

] 

 

 

 حيث: Bنوجد المصفوفة  -

𝐵 = [
6𝑋1 0
0 6𝑋2

] → 

 

𝐵−1 =

[
 
 
 

1

6𝑋1
0

0
1

6𝑋2]
 
 
 

→ 

𝐵0
−1 = [

1

6
0

0
1

18

] → 

 على النحو التالي: x(1)نحسب  -4

= [
1
3
] − [

1

6
0

0
1

18

] [
−24
−21

] = [
5

4.1666
] 

 وبما أن

 

𝑋(1) ≠ 𝑋(0) 

 :التكرار الثاني 

𝑓2(𝑋 نحسب  -1
𝑓1(𝑋و   ((1)

  على النحو:    ((1)

𝑓1(𝑋
(1)) = 48           , 𝑓2(𝑋

(1)) = 4.0667               

 وبالتالي فإن:

𝐴(1) = [
48

4.0667
] 
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𝐵(1)  نوجد -2
 حيث: 1−

𝐵(1)
−1 = [

1

30
0

0
1

24.999

] = [
0.0333 0

0 0.04
] 

 على النحو التالي: x(2)نحسب  -3

𝑋(2) = 𝑋(1) − 𝐵(1)
−1𝐴(1) 

= [
5

4.1666
] − [

0.0333 0
0 0.04

] [
48

4.0667
] 

= [
3.4016
4.0039

] 

 وبما أن

𝑋(2) ≠ 𝑋(1) 

 :التكرار الثالث 

𝑓2(𝑋نحسب  -1
𝑓1(𝑋و   ((2)

  على النحو:    ((2)

𝑓1(𝑋
(2)) = 7.712648           , 𝑓2(𝑋

(2)) = 0.09365 

 وبالتالي فإن:

𝐴(2) = [
7.71265
0.09365

] 

𝐵(2)  نوجد -2
 حيث: 1−

𝐵(2)
−1 = [

0.02161 0
0 1.77399

] 

 

 على النحو التالي: x(3)نحسب  -3

𝑋(3) = 𝑋(2) − 𝐵(2)
−1𝐴(2) 

= [
3.4016
4.0039

] − [
0.02161 0

0 1.77399
] [

7.71265
0.09365

] 

= [
3.2493
3.8378

] 

 وبما أن

𝑋(3) ≠ 𝑋(2) 

 :التكرار الرابع 
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𝑓2(𝑋نحسب  -1
𝑓1(𝑋و   ((3)

  على النحو:    ((3)

𝑓1(𝑋
(3)) = 4.6739          , 𝑓2(𝑋

(3)) = −3.8139 

 وبالتالي فإن:

𝐴(3) = [
4.6739

−3.8139
] 

𝐵(3)  نوجد -2
 حيث: 1−

𝐵(3)
−1 = [

0.0513 0
0 0.04349

] 

 على النحو التالي: x(4)نحسب  -3

𝑋(4) = 𝑋(3) − 𝐵(3)
−1𝐴(3) 

= [
3.2493
3.8378

] − [
0.0513 0

0 0.04349
] [

4.6739
−3.8139

] 

= [
3.0095
4.0033

] 

 وبما أن 

𝑋(4) ≠ 𝑋(3) 

 

 :التكرار الخامس 

𝑓2(𝑋نحسب  -1
𝑓1(𝑋و   ((4)

  على النحو:    ((4)

𝑓1(𝑋
(4)) = 0.1713          , 𝑓2(𝑋

(4)) = 0.0792 

 وبالتالي فإن:

𝐴(4) = [
0.1713
0.0792

] 

𝐵(4)  نوجد -2
 على النحو:  1−

𝐵(4)
−1 = [

0.05538 0
0 0.04163

] 

 على النحو التالي: x(5)نحسب  -3

𝑋(5) = 𝑋(4) − 𝐵(4)
−1𝐴(4) 

= [
3.0095
4.0033

] − [
0.05538 0

0 0.04163
] [

0.1713
0.0792

] 

= [
3.00001
4.00000

] 
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 ( نجد أن:4( ، )3من )

𝑋(5) ≈ 𝑋(4) 

 بالتالي فإن:

𝑋1 = 3.00001  ,     𝑋2 = 4.00000 

 . استقرارتعتبر نقطة 

 الاستقرار الدقيقة هي: ( تحليلية نجد أن أحدى نقط1(،)2وبحل معادلات الاستقرار )

𝑋1 = 3.00  ,     𝑋2 = 4.00 

𝐗𝟏)بفحص النقطة و = 𝟑,𝑿𝟐 = ( نجاد أن نقطاة 6( ، )5نجد أنها نقطة نهاية صغرى، كذله مان ) (𝟒

 5(، متساويتين لأقارب 5( المناظرة النقطة الحل التقريبي باستخدام نيوتن رافسون في )6الحل الدقيقة في )

 أرقام عشرية.

 حيث: 𝐹(𝑋)ضنا الدالة مثال: إذا فر

𝐹(𝑋) = 𝑋3 − 6𝑋2 + 100 

 النقطة المبدئية إذا كانت 𝐹(𝑋)أوجد باستخدام طريقة نيوتن رافسون نقطة استقرار للدالة  .أ

𝑋(0) = 3.5. 

 (.1ب. حدد نوع النقطة في ) 

 الحل: 

1- 

𝑓(𝑋) =
𝜕𝐹(𝑋)

𝜕𝑋
= 3𝑋2 − 12𝑋 = 0 → 

𝑓(𝑋) = 𝑋2 − 4𝑋 = 0 

 فإن: t=0نضع  -2

𝐹(𝑋(0)) = (3.5)2 − 4(3.5) = 12.25 − 14 = −1.75 

�̀�(𝑋(0)) = 2𝑋 − 4 → �̀�(𝑋(0)) = 2(3.5) − 4 = 3 

𝑋(1) = (3.5)
(−1.75)

3
= 4.08 

 بما أن:

𝑋(1) ≠ 𝑋(0) 

 

 t=1نضع  -3
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f(X(1)) = (4.08)2 − 4(4.08) = 0.33 

f′(X(1)) = 2(4.08) − 4 = 4.16 

𝑋(2) = 𝑋(1) −
𝑓(𝑋(1))

𝑓′(𝑋(1))
 

= 4.08 −
0.33

4.16
= 4.0007 

 بما أن:

𝑋(2) ≠ 𝑋(1) 

 حيث نجد أن: (3)نوجد بنفس الأسلوب 

𝑋(3) ≠ 𝑋(2) 

x :وبالتالي فإن 

𝑋 = 𝑋(3) = 4.00 

 نوجد: X=  4لتحديد نوع النقطة  -ب

𝜕2𝐹(𝑋)

𝜕𝑋2 = 6𝑋 − 12 

 على النحو:  𝐻⌉𝑋=4   وتصبح المصفوفة

𝐻⌉𝑋=4 = [12] → |𝐻| = 12 > 0 

 نقطة نهاية صغرى. X=  4بالتالي فإن النقطة 

 البرمجة الغير خطية بقيودثالثا : 

البرمجة غير الخطية نهادف إلاى الحصاول علاى نقاط الاساتقرار أولا وكما ذكرنا سابقا بالنسبة لحل مشاكل 

ثم تحديد الانقط العظماى )أو الصاغرى( النسابية ثام إيجااد الانقط العظماى )أو الصاغرى( المطلقاة فاي بعاض 

الحالات الخاصة مثل حالة دالة الهدف المحدبة في حالة التصفير أو الدالة المقعارة فاي حالاة التعظايم. وفاي 

 حيث نتناول المشاكل المقيدة على النحو التالي: هذا الفصل

 

𝑴𝒂𝒙(𝒐𝒓 𝑴𝒊𝒏. ) 𝒁 = 𝒇(𝑿) 

𝑆. 𝑇.          𝑔𝑖(𝑋)
≤
=
≥

𝑏𝑖    ,    𝑖 = 1,2,… . ,𝑚 

 :حيث

𝑋 = [𝑋1, 𝑋2, … . , 𝑋𝑛]𝑇 
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 التي تحقق القيود  f(Xوهنا أيضا نبحث عن نقط الاستقرار للدالة )

,    𝑖 = 1,2, … . , 𝑚 بحيث , 𝑔𝑖(𝑋)
≤
=
≥

𝑏𝑖   

 سوف نميز بين حالتين: وهنا 

 عندما تكون جميع القيود في ككل متساويات )=( لحالة امولى:ا

 أو خليط من المتساويات والمتباينات.  عندما تكون القيود في ككل متباينات :الحالة الثانية

 الحالة الأولى: القيود في ككل متساويات

 في هذه الحالة تكون المشكلة على النحو التالي:

𝑴𝒂𝒙(𝒐𝒓 𝑴𝒊𝒏. ) 𝒁 = 𝒇(𝑿) 

𝑆. 𝑇.          𝑔𝑖(𝑋) = 𝑏𝑖    ,    𝑖 = 1,2,… . ,𝑚 

 وتوجد طرق متعددة لحل المشكلة أعلاه ومنها طرق تقليدية مثل:

  طريقة المشتقات المقيدة 

 طريقة معاملات لأجرانج 

سوف نتناول بالتفصيل طريقة معاملات الأجرانج لحل مشكلة البرمجة غيار الخطياة كإحادى الطارق  وهنا 

 .التقليدية للحل وذله لأهميتها في دراسة وتفسير بعض المشاكل الاقتصادية 

دوال متصلة قابلة  F(X ،𝑔𝑖(𝑋)طريقة معاملات الأجرانج: تفترض هذه الطريقة أن كل من الدوال )

 ترتيب الثاني.للتفاضل من ال

 ويتطلب استخدام طريقة معاملات الأجرانج:

,𝐹(𝑋. تكون دالة لأجرانج 1  λ) :على النحو التالي 

𝐹(𝑋, λ) = 𝑓(𝑋) +  λ[𝑏 − 𝑔(𝑋)]                 (20) 

 ،i = 1,2,...,n متجاه المقاادير  bمتجاه الطارف الأيسار للقياود، g(X متجه معاملات لأجرانج، ) λحيث 

 وبذله تم تحويل المشكلة المقيدة إلى مشكلة غير مقيدة. 

 التالي: نقطة استقرار على النحو𝑋0  إيجاد الشروط الضرورية لتكون النقطة  -2

 

𝜕𝐹(𝑋, λ)

𝜕𝑋𝑗
|
𝑋0

=
𝜕𝐹(𝑋)

𝜕𝑋𝑗
|
𝑋0

− λ
𝜕𝑔(𝑋)

𝜕𝑋𝑗
|
𝑋0

= 0, 𝑗 = 1,2, … . , 𝑛   (21) 

𝜕𝐹(𝑋, λ)

𝜕λ𝑗
= 𝑏𝑖 − 𝑔𝑖(𝑋) = 0, 𝑖 = 1,2, … . , 𝑚   (22) 
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. لتحديد نوع نقطة الاستقرار )أي الشروط الكافية( نوجد المصفوفة الهيسينية الحدودية وسوف نرمز لهاا ۳

 حيث: BHبالرمز 

 

𝐻𝐵 = [
𝑂 𝐾
𝐾𝑇 𝑄

]
(𝑀+𝑛)𝑥(𝑚+𝑛)

         (23) 

 ( على النحو:m X nمصفوفة من الترتيب ) Kحيث 

𝐾 = [
𝜕𝑔𝑖(𝑋)

𝜕𝑋𝐼
]
𝑚×𝑛

         (24) 

 ( حيث:nxnمن الترتيب )  Qوالمصفوف 

𝑄 = [
𝜕2𝐹(𝑋, λ)

𝜕𝑋𝑖  𝜕𝑋𝑗
]
𝑛×𝑛

         (25) 

 مصفوفة صفرية. Oكذله 

. الشاروط الكافياة لتكااون نقطاة الاسااتقرار نهاياة عظمااى أو نهاياة صااغرى ياتم تحديااد إكاارات المحااددات 4

𝑛 فاااي حالاااة 𝐻𝐵( الأخيااارة للمصااافوفة الهيساااينية الحدودياااةn-mالقطرياااة الأساساااية ) > 𝑚  علاااى النحاااو

 ):التالي

الأخياار 𝐻𝐵أ. تكااون نقطااة الاسااتقرار نهايااة عظمااى إذا كاناات المحااددات علااى القطاار الرئيسااي للمصاافوفة 

( ولهااا إكااارة تبادليااة تباادأ 2m+1( بحيااث تباادأ هااذه المحااددات بمحياادد بالترتيااب )n-mوعااددها يساااوي )

 m+1(1−)بالإكارة

الأخيار 𝐻𝐵المحاددات علاى القطار الرئيساي للمصافوفة  ب. تكون نقطة الاستقرار نهاياة صاغرى إذا كانات

 𝑚(1−)( ولكل فيها الإكارة2m+1( بحيث تبدأ هذه المحددات بمحيدد بالترتيب )n-mوعددها يساوي )

 أو نقطة ارتكاز . فيما عدا ذله تكون نقطة انقلابج

 وسوف نوضح ذله من خلال المثال التالي.

 :مثال 

𝑀𝑖𝑛. 𝑓(𝑥) = 𝑋1
2 + 2𝑋2

2 + 10𝑋3
2 

𝑆. 𝑇    𝑋1 + 𝑋2
2 + 𝑋3 = 5 

𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑋3 = 7 

𝑋1 , 𝑋2 , 𝑋3  ≥ 0  

 نكون دالة لأجرانج على النحو التالي: -1الحل: 

𝐹(𝑋1, 𝑋2 , 𝑋3 , λ1, λ2) = 𝑋1
2 + 2𝑋2

2 + 10𝑋3
2 

+λ1[5 − 𝑋1 − 𝑋2
2 − 𝑋3] 

+λ2[7 − 𝑋1 − 5𝑋2 − 𝑋3] 
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 على النحو التالي: Lوللحصول على نقط استقرار نوجد المشتقات الجزئية الأولى للدالة  -2

𝜕𝐿

𝜕𝑋1
= 2𝑋1 − λ1 − λ2 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑋2
= 4𝑋2 − 2λ1𝑋2 − 5λ2 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑋3
= 20𝑋3 − λ1 − λ2 = 0 

𝜕𝐿

𝜕λ1
= 5 − 𝑋1 − 𝑋2

2 − 𝑋3 = 0 

𝜕𝐿

𝜕λ2
= 7 − 𝑋1 − 5𝑋2 − 𝑋3 = 0 

 ( نحصل على نقط الاستقرار التالية:1وبحل المعادلات )

𝑋1
∗ = 4.09 , 𝑋2

∗ = 0.7071, 𝑋3
∗ = 0.409,   λ1

∗ = 5.9355, λ2
∗ = 2.2445  

,𝑋1 : ملحوظة: بما أن 𝑋2, 𝑋3 ≥ 𝑋2لذا تم رفض النقط التي عندها  0 < 0 

 على النحو التالي: 𝐾2,3 وبالتالي فإن المصفوفة -3

𝐾 = [
1 2𝑋2 1
1 5 1

] = [
1 1.4142 1
1 5 1

] → 

𝐾 = [
1 1

1.4142 5
1 1

] 

 حيث  𝑄3.3نوجد المصفوفة  -4

 

𝑄 =

[
 
 
 
 
 
 

𝜕2𝐿

𝜕𝑋1
2

𝜕2𝐿

𝜕𝑋1𝜕𝑋2

𝜕2𝐿

𝜕𝑋1𝜕𝑋3

𝜕2𝐿

𝜕𝑋2𝜕𝑋1

𝜕2𝐿

𝜕𝑋2
2

𝜕2𝐿

𝜕𝑋2𝜕𝑋3

𝜕2𝐿

𝜕𝑋3𝜕𝑋1

𝜕2𝐿

𝜕𝑋3𝜕𝑋2

𝜕2𝐿

𝜕𝑋3
2 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

= [
2 0 0
0 4 0
0 0 20

] 
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𝐻5.5 وتصبح المصفوفة الحدودية 
𝐵  على النحو التالي: 

𝐻𝐵 = [
𝑂 𝐾
𝐾 𝑄

] =

[
 
 
 
 
 0 0
0 0

|
1 1.4142 1
1 5 1

1 1
1.4142 5

1 1
|
2 0 0
0 4 0
0 0 20]

 
 
 
 
 

 

𝑛وبما أن  -5 − 𝑚 = 3 − 2 =  حيث |HB|لذا فإننا سوف نختبر المحدد 1

|𝐻B| = +125.148 > 0 

𝑋1النقطة )إذن 
∗ = 4.09 , 𝑋2

∗ = 0.7071, 𝑋3
∗ =  نقطة نهاية صغرى. ( 0.409

𝑚(1−)حيث  = (−1)2 = +1 

 اعتبر النموذج التالي:: . مثال 

𝑀𝑎𝑥. 𝑓(𝑥) = 25 − 𝑋1
2 − 𝑋2

2 − 𝑋3
2 

𝑆. 𝑇    4𝑋1 + 2𝑋2
2 + 𝑋3 = 8 

 الحل:

 دالة لأجرانج: -1 

𝐹(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, λ) = 25 − 𝑋1
2 − 𝑋2

2 − 𝑋3
2 + λ[8 − 4𝑋1 − 2𝑋2 − 𝑋3] 

 المشتقات الجزئية الأولى لتحديد نقط الاستقرارنوجد  -2

𝜕𝐿

𝜕𝑋1
= −2𝑋1 − 4λ = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑋2
= −2𝑋2 − 2λ = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑋3
= −2𝑋3 − λ = 0 

𝜕𝐿

𝜕λ
= 5 − 𝑋1 − 𝑋2

2 − 𝑋3 = 0 

 ( نجد أن نقطة الاستقرار هي:1وبحل مجموعة المعادلات )

𝑋1
∗ =

32

13
, 𝑋2

∗ =
16

13
, 𝑋3

∗ =
8

13
,   λ∗ =

−16

13
  

 حيث: Kنوجد المصفوفة  -3

𝐾 = [4 2 1] → 𝐾 = [
4
2
1
] 
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 حيث: Qكذله المصفوفة 

𝑄 = [
−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

] 

H4.4 وبالتالي تصبح المصفوفة الحدودية  -۳ 
B   :على النحو التالي 

 

𝐻𝐵 =
0|4 2 1

4
2
1
|
−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 

 

𝑛وبما أن  − m = 3 − 1 =  الاستقرار فنجد أن: ، بالتالي نوجد المحيددين الأخيرين عند نقطة  2

∆1= |
0 4 2
4 −2 0
2 0 −2

| = 40 > 0 

 

∆2= |

0

4
2
1

 

4

−2
0
0

 

2

0
−2
0

 

1

0
0

−2

| = −84 < 0 

𝑚+1(1−)وبما أن  = (−1)2 =  , + إذن النقطة نقطة نهاية عظمى. -أي الإكارة تبادلية +

 تفسير معاملات الأجرانج

𝑍هي نقطة الحل الأمثل المطلق للدالة  ∗𝑋إذا فرضنا أن = 𝑓(𝑋) :فإن 

∂𝑍∗

∂bi
= λi

∗                       (26) 

( قيمته في الحل الأمثل تعطی مدل تغير دالة الهادف 1( يعني أن معامل لأجرانج المناظر للقيد )26والقيد )

𝑍∗  بالنسبة لتغير المعلماةbi عناد الحال الأمثال𝑋∗  وساوف توضاح ذلاه مان خالال الأمثلاة التالياة. وتعتبار

 عية.معاملات لجرانج من المؤكرات الهامة المستخدمة في المشاكل الاقتصادية والاجتما

 : القيود في ككل متباينات أو خليط من المتباينات والمتساوياتالحالة الثانية

( أو خلايط مان المتبايناات والمتسااويات، فاي ≤أو≥وفي حالة إذا كانت القيود الهيكلية فاي كاكل متبايناات )

ق طريقااة هااذه الحالااة يااتم تحوياال المتباينااات إلااى متساااويات بإضااافة متغياارات مكملااة غياار سااالبة ثاام تطبياا

 لأجرانج في حالة القيود في ككل متساويات ويتم ذله على النحو التالي: 

 إذا كانت المشكلة الأصلية: -1

𝑀𝑎𝑥. (𝑜𝑟 𝑀𝑖𝑛)𝑍 = 𝑓(𝑥) 

𝑆. 𝑇     𝑔𝑖(𝑋) ≤ 𝑂    ,    𝑖 = 1,2,… . , 𝑟    
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𝑔𝑖(𝑋) ≥ 𝑂    ,    𝑖 = 𝑟 + 1, , … . , 𝑡 

𝑔𝑖(𝑋) = 𝑂    ,    𝑖 = 𝑡 + 1, , … . , 𝑚 

 

𝑆𝑖إضافة -2
 للقيود لتحويلها إلى متساويات على النحو2

𝑔𝑖(𝑋) + 𝑆𝑖
2 = 0    ,    𝑖 = 1,2, … . , 𝑟    

𝑔𝑖(𝑋) − 𝑆𝑖
2 = 0    ,    𝑖 = 𝑟 + 1, , … . , 𝑡 

𝑔𝑖(𝑋) = 𝑂    ,    𝑖 = 𝑡 + 1, , … . , 𝑚 

 على النحو التالي: Lوتصبح دالة لأجرانج  -3

𝐿(𝑋, 𝑆, λ) = 𝑓(𝑋)

− ∑ λ𝑖[𝑔𝑖(𝑋) + 𝑆𝑖
2] −

𝑟

𝑖=1

∑ λ𝑖[𝑔𝑖(𝑋) − 𝑆𝑖
2] − ∑ λ𝑖[𝑔𝑖(𝑋)]

𝑚

𝑖=𝑡+1

𝑡

𝑖=𝑟+1

 

,𝐿(𝑋 الدالة Minأو . Maxإتباع نفس الخطوات في الحالة الأولى للحصول على . - 4 𝑆, λ) 

 F(Xللدالة ) Minأو . Maxوهي نفس .

الشاروط الضارورية للحصاول علاى نقاط اساتقرار المشااكل  Kuhan-Tucker وقاد قادم كال مان كونتاوكر

 على النحو التالي: (29المتباينات إلى متساويات في )بعد تحويل ( 28)-(27البرمجة غير الخطية في )

 (:30)أولا: الشروط الضرورية تحقيق العلاقات 

∂ 𝐿(𝑋, 𝑆, λ)

∂Xj
= 0        , j = 1,2, … . . , n 

∂ 𝐿(𝑋, 𝑆, λ)

∂Si
= 0        , i = 1,2,… . . , m 

∂ 𝐿(𝑋, 𝑆, λ)

∂λi
= 0        , i = 1,2,… . . , m 

فااي الحااالات  Sufficient Conditionsكااذله أثبتنااا أن الشااروط الضاارورية تكااون أيضااا كااروط كافيااة 

 :الخاصة التالية

دالاة محدباة  f(X( فئة محدبة، ودالة الهادف )28. إذا كان فراغ الحل )منطقة الحلول الممكنة للقيود في) 1

 هاية صغرى مطلقة تكون نقطة ن( 31التي تحقق المعادلات ) (فإن النقطة )أو النقط

دالاة مقعارة  F(xفئة محدبة، ودالاة الهادف )( 28إذا كان فراغ الحل )منطقة الحلول الممكنة للقيود في ). 2

تكااون نقطااة )أو نقااط( نهايااة عظمااى مطلقااة. ويمكاان ( 31التااي تحقااق المعااادلات ) (فااإن النقطااة )أو الاانقط

 تلخيص هذه النتائج في الجدول التالي:
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 (01)جدول 

 الحل نوع

 

g(X) 

 

F(X) 

 

 الحالة

 

 Max مقعرة  فئة محدبة نهاية عظمی مطلقة

 Min محدبة فئة محدبة مطلقة صغرىنهاية 

 :مثال

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 2𝑋1
2 − 7𝑋2

2 + 12𝑋1𝑋2 

𝑆. 𝑇    2𝑋1 + 5𝑋2 ≤ 98 

 الحل:

 دالة مقعرة  Z( يتضح أن الدالة 1من الدالة )( 1 

 النحو:نحول القيد إلى متساوي فيصبح على ( 2

2𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑆1
2 = 98 

 نكون دالة لأجرانج:

 

(𝑋, 𝑆, λ) = 2𝑋1
2 − 7𝑋2

2 + 12𝑋1𝑋2 − λ[2𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑆1
2 − 98]      (3) 

𝜕𝐿

𝜕𝑋1
= 4𝑋1 + 12𝑋2 − 2λ = 0           (4) 

𝜕𝐿

𝜕𝑋2
= −14𝑋2 + 12𝑋1 − 5λ = 0      (5) 

𝜕𝐿

𝜕𝑆𝑖
= −2𝑆𝑖 − λ = 0            (6) 

𝜕𝐿

𝜕λ
= 2𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑆1

2 = 98      (7) 

يسةاوي  𝑆1𝟏 ،λ( نجد أن المعادلة تتحقةق إذا كةان واحةد علةى امقةل مةن 6(: من المعادلة رقم )1الحالة )

 صفر، أي:

λ = 𝑆1  أو 0 = 0  

  

1( نجد أن 3(، )2من القيدين ) = 𝑋2 =  (. 7وهذا لا يحقق المعادلة ) 0

λإذا كان (: 2الحالة ) ≠ 𝑆1فإن  0 =  ( نجد أن:7المعادلة ) ( فإن من2)وهي الحالة لتحقيق القيد  )0
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𝑋2 =
98 − 2X1

5
 

 ( نجد أن4(، )5في المعادلتين )X2بالتعويض ب 

𝑋1
∗ = 44, 𝑋2

∗ = 2   , λ∗ = 100,   𝑍∗ = 4396 

 

∗λوبمةةا أن  = ( إذا تغيةةر بوحةةدة واحةةدة بالزيةةادة أو 2فهةةذا يعنةةي أن الطةةرف اميمةةن فةةي القيةةد ) 100

 وحدة. 100ب  zالنقص( سوف يؤدي ذلك إلى زيادة أو نقص *

 Mتوكر أوجد الحل الأمثل للنموذج التالي -باستخدام كروط كون : مثال

𝑀𝑎𝑥. 𝑧 = −𝑋1
2 + 2𝑋1 + 𝑋2 

𝑆. 𝑇    2𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 6 

2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 4 

𝑋1, ≥ 0,   𝑋2  ≥ 0  

 الحل: 

𝑋1   يمكن تحويل القيود -1 ≥ 0,   X2 ≥  على النحو التالي:  0

−𝑋1, ≤ 0,   −𝑋2  ≤ 0  

 نكون دالة لأجرانج على النحو: -

𝐿(𝑋1, 𝑋2 , λ1, λ2, λ3, λ4, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4)

= −𝑋1
2 + 2𝑋1 + 𝑋2 − λ1[2𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑆1

2 − 6]

− λ2[2𝑋1 + 𝑋2 + 𝑆2
2 − 4] − λ3[−𝑋1 + 𝑆3

2] − λ4[−𝑋2 + 𝑆4
2] 

 نوجد نقط الاستقرار على النحو: -2

𝜕𝐿

𝜕𝑋1
= −2𝑋1 + 2 − 2λ1 − 2λ − λ3 = 0           (2) 

𝜕𝐿

𝜕𝑋2
= 1 − 3λ1 − 2λ + λ4 = 0      (3) 

𝜕𝐿

𝜕λ1
= 2𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑆1

2 − 6 = 0            (4) 

𝜕𝐿

𝜕λ2
= 2𝑋1 + 𝑋2 + 𝑆2

2 − 4 = 0            (5) 

𝜕𝐿

𝜕λ3
= −𝑋1 + 𝑆3

2 = 0            (6) 

𝜕𝐿

𝜕λ4
= −𝑋2 + 𝑆4

2 = 0            (7) 
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𝜕𝐿

𝜕S1
= −2λ1𝑆1 = 0        ,          

𝜕𝐿

𝜕S2
= −2λ2𝑆2 = 0   (8)         

𝜕𝐿

𝜕S3
= −2λ3𝑆3 = 0        ,          

𝜕𝐿

𝜕S4
= −2λ4𝑆4 = 0   (9)          

𝑆1( فااي كااكل متساااويات فااإن4(,)5ولكااي تتحقااق القيااود ) = 𝑆2 = ( فإنااه يمكاان أن يكونااا 8وماان ) ,0

, λ1, λ2 ≠ 𝑋1وإذا كانت 0 = 𝑋2 = ,𝑆3( بالتالي فإن 4(,)5فلا تتحقق القيود ) 0 𝑆4 ≠ يعناي  وهاذا 0

λ4 ( أنه لابد أن 9من القيد ) = 0 ،λ3 =  ويكون الحل الأمثل على النحو: 0

𝑍∗ =
5

4
, 𝑋1

∗ =
3

2
,𝑋2

∗ = 1, λ1
∗ =

5

2
, λ2

∗ =
−13

2
, λ3

∗ = 0, λ4
∗ = 0 

𝑆1
∗ = 0, 𝑆2

∗ = 1.054 ,   𝑆3
∗ = 0.3165, 𝑆4

∗ = 1.247 

مماا ساابق يتضاح أنااه قاد توجااد صااعوبة فاي حاال معاادلات الاسااتقرار التااي يمكان منهااا الحصاول علااى نقااط 

 الاستقرار:

𝜕𝐿

𝜕𝑋𝑗
= 0,    

𝜕𝐿

𝜕λ𝑖
= 0 ,

𝜕𝐿

𝜕S𝑖
= 0    

هذه المعادلات معاادلات غيار خطياة وحجام المشاكلة كبيار. لاذله قادمت عدياد مان وبصفة خاصة إذا كانت 

 الخوارزميات للحصول على حلول تقريبية لمشاكل البرمجة غير الخطية وفقا لخصائص المشكلة.

 

 

 

 

 ملحوظة: 

عناد  𝐻Bلتحديد نوع نقطة الاستقرار )عظمى، أو صاغري، أو غيار ذلاه( يتطلاب ذلاه إيجااد المصافوفة   

 ∗𝑋نقطة الاستقرار

تاوور فإناه توجاد -كاروط واوهين وكما ذكرناا ساابقا، بالنسابة لمشااكل البرمجاة غيار الخطياة التاي لا تحقاق

 Geometricأساااليب أخاارى يمكاان اسااتخدامها للحصااول علااى الحاال الأمثاال مثاال البرمجااة الهندسااية 

Programming . 
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